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Resumo

Este trabalho tem como objectivo a comparagdo de vérios métodos de discretizagiio de
controladores, com um método que propomos. Para esse efeito, adoptamos uma
estrutura em sete capftulos. 4

No primeiro, apresentamos a evolugio histérica da matéria em estudo, bem como as
linhas gerais que norteiam o trabalho. No segundo, fazemos uma introdugfio ao dominio
dos controladores digitais, apresentando vantagens e desvantagens destes relativamente
aos controladores continuos. Fazemos ainda a apresentagfio de alguns aspectos teéricos
a ter em conta no estudo de sistemas discretos. Nos terceiro e quarto capitulos,

- apresentamos diversos métodos de discretizagfio j4 existentes. Estes, sdo separados em
nos de malha aberta (capitulo 3 - métodos de Euler, Diferencial, Tustin, Elementos

Retentores, Boxer-Thaler, Madwed-Truxal, Resposta Invariante e Mapeamento de Pélos
e Zeros), e nos de malha fechada (capitulo 4 - métodos de Rattan, Kennedy e Adams,
Keller ¢ Anderson e finalmente Willianson, Blackmore e Mareels). No capitulo 5
propomos um novo método a que chamamos Aproximag#o Logaritmica. Apesar de ser
de malha aberta, optamos por fazer a sua apresentagdo num capitulo préprio. Este
método baseia-se na aproximagdo da resposta em frequéncia em malha aberta de
sistemas continuos e sistemas discretos, sendo um dos motivos deste trabatho. No
capitulo 6, apresentamos trés exemplos que ilustram o desempenho dos vérios métodos.
Finalmente, no capitulo 7 apresentamos as conclusfes.

Podemos dizer que os métodos em malha fechada sdo bons, principalmente porque
permitem utilizar frequéncias de amostragem baixas, relativamente ao recomendado. Dos
métodos de malha aberta (sem contar com o da Aproximagfio Logaritmica), o de Tustin
¢ o melhor, produzindo resultados muito satisfatérios nos trés exemplos em que foi
testado. O método de Aproximagéio Logaritmica, apresenta resultados semelhantes ao de
Tustin, com a vantagem de, em certas situag@es, reduzir a ordem do controlador,

permitindo uma implementagio mais facil.

Resumo da dissertagéio elaborada por Pedro Manuel Oliveira dos Reis Soares
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Abstract

This work proposes to cdmpare, several discretization methods, with a new one
presénted. It is divided in seven chapters, in the following way.

The first, presents de historical background to the subject we study, as well as the main
lines of this presentation. On the second, we introduce digital controllers, stating their
advantages and disadvantages with respect to the continuous ones. We also present some
of the theoretical bases 6f digital systems. The third and fourth chapters, are used to
show several discretization methods. This are the Open Loop ones (chapter three - Euler,
Backward Difference, Tustin, Forming Elements, Boxer-Thaler, Madwed-Truxal,
Invariant Response and Matched Poles and Zeroes), and the Closed Loop ones (chapter
four - Rattan, Kennedy and Evans, Keller and Anderson, and finally, Willianson,
~ Blackmore and Marrels). Chapter five is devoted to the new method proposed in this
work, called Logarithmic Approximation. Although it is an open loop method, we chose
to present it in a separate chapter. This method, based on the approximation of the
frequency response of the continuous and discrete systems, is one of the reasons to
undertake this work. Three numerical examples, used to study the performance of the
various methods, are presented in chapter six. The conclusions, are drawn in bhapter
seven.

The closed loop methods, perform very well. One the main advantages this methods
give, is the possibility to use low sampling rates, significantly bellow the sampling rates
recommended. In the open loop methods group, Tustin distinguishes itself due to the
good performances it produces. Logarithmic Approximation performances, are similar to
those of Tustin, with the important advantage of producing a model order reduction,

which allows easier implementation.

Resumo da dissertagéio elaborada por Pedro Manuel Oliveira dos Reis Soares



Mestrado em Engenharia Electrotécnica e de Computédores
DISCRETIZAGCAO DE CONTROLADORES CONTINUOS

Outubro de 1996

Résumeé

L’objectif de ce travail est la comparaison de plusieurs méthodes de discrétisation de
contrdleurs avec un outre quoén proposé. Pour cela, on adopte une structure avec sept
chapitres.

Dans le premier, on présente 1'évolution historique de la matiére en étude et aussi les
lignes générales qui orientent le travail. Dans le deuxiéme, on fait une introduction au
domaine des controleurs digitaux, en présentant les avantages es les désavantages de
ceux-ci, par opposition aux controleurs continus. On fait encore la présentation de
quelques aspects théoriques 4 prendre en considération dans I’étude des systémes
discrets. Dans les troisitme et quatriéme chapitres, on présente plusieurs méthodes de
 discrétisation déja éxistants. Ceux-ci sont séparés en méthodes a chaine ouverte (chapitre
trois - méthodes d’Euler, Différentiel, Tustin, Eléments Rétenteurs, Boxer-Thaler,
Mé.dwed—Truxal, Réponse Invariante et Transformation de Poles et Zéros) et a chaine
férmeé (chapitre quatre - méthodes de Rattan, Kennedy et Adams, Keller et Anderson et
finalement Willianson, Blackmore et Mareels). Dans le chapitre cinq on propose un
nouveau méthode, auquel on appelle Rapprochement Logarithmique. Bien qu’il soit &
chaine ouvert, on choisi de faire sa présentation dans un chapitre séparé. Ce méthode se
fonde dans le rapprochement de la réponse en fréquence a chaine ouverte de systémes
continus et de systémes discrets, en €tant un des motifs de ce travail. Dans le chapitre six,
on présente trois exemples qui expliquent le dégagement des différents méthodes. A la
fin, dans le chapitre sept, on présente les conclusions. On peut dire que les méthodes a
chaine férmeé sdnt bons, surtout parce qu’ils permettent d’utiliser les ﬁe’quenées
d’échantiollonage basses, par rapport & ce qui est recommandé. Des méthodes a chaine
ouverte (a part celui du Rapprochement Logarithmique) celui de Tustin est le meilleur,
parce qu’il produit des résultats satisfaisants dans les trois exemples ol il a été tésté. Le
méthode du Rapprochement Logarithmique présente des résultats semblables a celui de
Tustin, avec I'avantage de, dans certaines situations, réduire ’ordre du contrbleur et

permettre une implantation plus facile.

Resumo da dissertag8io elaborada por Pedro Manuel Oliveira dos Reis Soares
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~ CAPITULO 1

INTRODUCAO



1 - Introdugéo

Desdé a antiguidade o homem tem o ensejo de controlar sistemas sem a sua intervengo
directa. Podemos encontrar sistemas de controlo muito rudimentares, baseados somente
na utilizagdo bastante engenhosa de leis fisicas desde & muitos séculos. A partir do final
do séc. XIX e principalmente j4 no sec. XX, importantes desenvolvimentos surgem no
campo do controlo, surgindo os primeiros estudos teéricds destes sistemas.

A partir de meados deste século, com o aparecimento do computador, um novo campo
se abriu aos sistemas de controlo, baseado precisamente na utilizagio dos computadores.
De facto, a partir dos anos cinquenta, com o desenvolvimento da aviagio, a necessidade
de comandar a crescente drea dos misseis e o advento da era espacial, novos problemas
se colocaram aos engenheiros de controlo. A complexidade dos sistemas a controlar
aumentou corsideravelmente. Os sistemas que até entfio eram do tipo “uma entrada uma
saida” passaram a ter vérias entradas e vérias saidas. Desenvolveu-se a teoria de espago
de estados para fazer face a estes novos problemas. Formou-se a “International
Federation of Automatic Control”, cuja primeira conferéncia, realizada em Moscovo em
1960, serviu para apresentar alguns destes estudos: Iniciou-se nesta década de cinquenta,
a chamada teoria de controlo moderna, por oposi¢do a teoria de controlo classica, que
serd aquela que se desenvolveu até esta data.

A complexidade destes novos sistemas, levou os engenheiros de controlo a fixarem a sua
atengdo no uso do computador, qué com o seu poder de célculo prometia resolver
alguns problemas. Surgiram entdo os primeiros estudos sobre a aplicagdo dos
computadores no controlo de misseis e avides. Chegou-se a conclusio de que os
computadores de uso geral existentes nesta altura, nfo eram adequados ao controlo
destes sistemas, devido ao seu grande tamanho, grande consumo e fraca kﬁabilidade.
Desenvolveram-se entdo computadores para aplicacSes especfﬁcaé de controlo,
nomeadamente na drea aeroespacial.

A primeira aplicagdo industrial resultou dum contacto entre a empresa acroespacial
Tohmpson Ramo Woolridge e a petrolifera Texaco, que juntas desenvolveram um
importante estudo sobre a instalagio de uma fibrica de polimeros controlada por
computador. Este estudo, que exigiu um trabalho equivalente a 30 homens/ano, resultou
num sistema baseado no computador RW300, que iniciou produgiio em 12 de Marco de
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1959. O sistema controlava 26 caudais, 72 temperaturas 3 pressdes € 3 composi¢des
(quimicas). Tinha que controlar estes factores, tentando minimizar a pressdo nos
reactores, determinar uma distribuigio 6ptima de alimentagiio dos mesmos, etc. Este
trabalho motivou os fabricantes de computadores, que passaram a ver nesta drea um
campo potencial de aplicag@o dos seus equipamentos.

Segundo Karl J. Astrém [1], podemos dividir em quatro perfodos a evolugfio nesta 4rea.

Tabela 1.1
Periodo pioneiro 1955
Periodo DDC (Direct Digital Control) 1962
Periodo de Minicomputadores 1967
Periodo de Micro-computadores 1972

No periodo pioneiro, os computadores utilizados s#o ainda analdgicos, usando vélvulas
de vacuo. O facto de serem maquinas lentas, caras e pouco fidveis limitava a sua
utilizagdo. De facto, nesta época os tempos de adigdo e de multiplicagio rondavam os
Ims e 20ms, respectivamente. Também o tempo médio entre avarias, rondando entre as
50 e as 100h se tornava um grave obstaculo, uma vez que nfo se pode confiar o éxito de
um sistema muito dispendioso a uma maquina que avaria de 3 em 3 ou de 4 em 4 dias.
As operagbes confiadas ao computador nesta altura resumiam-se basicamente a
encontrar condicdes Optimas de operagdo, efectuar o escalonamento de operagGes,
planear outros aspectos da produgio ea produzir relatérios sobre essa mesma produgéo.
Ja nesta altura era necessério conhecer um modelo matematico do sistema, por forma a
permitir realizar as optimizagdes pretendidas. A necessidade de obter bons modelos
matematicos, juntamente com o facto de por vezes nfio se obter um modelo
suficientemente bom através das leis fisicas que regem os sistemas, langou as‘bases para
o inicio do estudo de métodos de identificacio de sistemas. Apesar de todas estas
dificuldades, vérios sistemas foram desenvolvidos e, em Marco de 1961, 37 sistemas
tinham j4 sido desenvolvidos, para as industrias qﬁimicas e do ago e de producfo de
electricidade.

O periodo DDC, obtém o seu nome, do facto de os computadores anal6gicos terem sido

substituidos por computadores totalmente digitais que efectuavam directamente a acgfio



de controlo. Esta inovagdo foi introduzida pela primeira vez na industria quimica, mais
propriamente, pela Imperial Chemical Industries (ICT) em Inglaterra, em 1962. Um tinico
computador foi entfio utilizado para efectuar a leitura de 224 varidveis e o controlo
directo de 129 valvulas. Comecavam a surgir maquinas mais répidas, capazes de
adicionar em 100us e multiplicar em 1ms, com tempos médios entre avarias de 1000h.

A flexibilidade introduzida com estes novos computadores, com a possibilidade de
alterar dados do sistema, simplesmente através de uma reprogramagéo, veio trazer algum
impulso a generalizagdo do seu uso. Comegavam entdo a surgir problemas de
investigagfio relacionados com a escolha do periodo de amostragem e dos algoritmos de
" controlo mais apropriados. ' |

O desenvolvimento dos circuitos integrados, veio abrir a porta aos minicomputadores.
Dive'fsos fabricantes desenvolveram computadores especificamente para controlo de
processos, com palavras de 16 bits. Os tempos de adi¢io e multiplicagdo baixaram
consideravelmente (para 2pis e 7ps, respectivamente). O tempo médio entre avarias subiu
para 20000h. A utilizagiio dos minicomputadores para controlo de processos provocou
uma expansfio bastante grande da sua utilizagfio, j& que as suas menores dimensdes,
baixo consumo e relativamente baixo pre¢o permitiram a sua utilizagdo em projectos de
menor dimens#o.

O avango cada vez maior na drea dos circuitos integrados e da electronica, permitiu que
dos minicomputadores se passasse aos micro-computadores. Rapidamente estes
atingiram desempenhos equivalentes as que os primeiros tinham uns anos antes. Entra-se
assim no quarto periodo, o dos micro-computadores, com tempos de célculo cada vez
maiores e com cada vez mais facilidades de “interface” com o utilizador.

Talvez hoje em dia nos encontremos j4 num quinto periodo, o do micro-controlador,
integrado especificamente dedicado ao controlo de processos. A utilizagio destes
integrados permite ter hoje pequenos sistemas de controlo com dimensSes muito
reduzidas e pregos bastante baixos, tornando muito acessivel o controlo digital e a sua

consequente expanséo a areas cada vez mais diversificadas.

A area do controlo, como ¢ dito acima, s6 a partir de meados dos século passado,
comegou a utilizar os meios informaticos. Anteriormente a esta altura, desenvolveram-se
uma série de técnicas e adquiriu-se bastante prética no estudo e projecto de sistemas no

dominio analégico. Todo este saber acumulado ainda hoje é muito importante, apesar de



as técnicas digitais terem cada vez mais peso. De facto, hoje em dia grande parte do
desenvolvimento de sistemas parte da sua representagfo analégica, sendo posteriormente
alguns dos seus componentes, nomeadamente o controlador, discretizados, com o intuito
de serem implementados em computador. |

Por este motivo tém grande utilidade e s3o de grande importincia as técnicas de
discretizagio, ou seja, de passagem da representagdo analdgica de sistemas para a sua
representacdo discreta. S6 com uma digitalizagio em que ndo exista perda significativa
das caracteristicas e do desempenho do controlador continuo, se consegue que o sistema

digitaiizado mantenha o desempenho desejado no dominio analégico.

Este trabalho aborda o problema da discretizagfo de controladores continuos. Para esse
efeito, adoptambs uma estrutura em 7 capftulos, que descrevemos sumariamente a

seguir.

Capitulo 1 - Introdugio
Serve para apresentar a evolucfio histérica da matéria em estudo, bem como as

linhas gerais que norteiam o trabalho.

Capitulo 2 - Controladores Digitais.
Este capitulo faz uma primeira introdugfio ao dominio dos controladores digitais,
apresentando vantagens e desvantagens relativamente aos controladores continuos.

Faz ainda a apresentacfio de alguns aspectos teéricos, a ter em conta no estudo de

sistemas discretos.

Capitulo 3 - Métodos em malha aberta. ,
Aqui sdo apresentados os métodos em malha aberta de Euler, Diferencial, Tustin,
Elementos Retentores, Boxer-Thaler, Madwed-Truxal, Resposta Invariante e

mapeamento de pélos e zeros.

Capitulo 4 - Métodos em malha fechada.
Neste capitulo, apresentamos os métodos em malha fechada que foram apresentados

por Rattan, Kennedy e Adams, Keller e Anderson e finalmente Willianson,
Blackmore e Mareels.



Capitulo 5 - Aproximagfio Logaritmica.
Serve este capitulo, para apresentar um método em malha aberta que propomos para
a discretizagdo de controladores continuos. Este método baseia-se na aproximagéo
da resposta em frequéncia em malha aberta dos sistemas continuo e amostrado, e ¢

um dos motivos deste trabatho.

Capitulo 6 - Exemplos
Apresentamos aqui trés exemplos, que ilustram o desempenho .dos métodos

descritos neste trabalho

Capitulo 7 - Conclusdes
Serve para apresentar as conclusGes finais, e apresentar algumas ideias, sobre

hipéteses de continuagfio e aprofundamento do trabalho.



CAPITULO 2

CONTROLADORES
DIGITAIS
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2 - Controladores Digitais

2.1- INTRODUGAO

A grande versatilidade dos sistemas digitais de controlo, quer ao nivel do controlador em
si, com vantagens relativamente aos controladores analdgicos, quer ao nivel do interface
com o utilizador com a utilizaciio de gréficos, possibilidade de imprimir resultados, etc.,
fez com que estes se impusessem cada vez mais.

Enumeram-se a seguir, algumas das vantagens dos sistemas digitais

o Possibilidade de utilizar transdutores que efectuam a transformacio da grandeza
a medir, directamente para um valor digital, com ganhos na imunidade ao ruido.

o Possibilidade de efectuar Telemetria, ou seja, transmissdo de dados de varias
origens, usando multiplexagem, numa s6 linha de transmiss&o.

e Possibilidade de, utilizando equipamento de baixo custo e de baixo consumo,
processar algoritmos de grande complexidade e praticamente impossiveis de
implementar com controladores analdgicos, como sejam:

¢ Processos estocasticos

+ Espagos de estados de ordem elevada
+ Controlo adaptati\'fo

¢ Controlo predictivo

e Possibilidade de, enquanto decorre a ac¢fio de controlo, alterar o algoritmo que
estd a ser utilizado, para fazer face a qualquer situa¢do anormal, desencadeada
ou por algum operador ou automaticamente por algum alarme.

¢ Capacidade de armazenar informagdes com facilidade, guardando em ficheiro a
evolugiio de diversas varidveis, para andlise posterior.

¢ Elaboracdo de interfaces amigaveis, que permitem a actuagfio do processo por
pessoal nfo especializado.

¢ Possibilidade de interligacdo directa de sistemas CAD/CAE, e actuagfio directa
da planta a partir desses sistemas.
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Apesar de todas estas vantagens, existem também alguns problemas associados ao
controlo digital, que nfio se colocam no controlo analégico.

Eis algumas dessas desvantagens:

e O projecto de sistemas e a sua andlise matematica podem ser bastante mais
complexos do que no caso de sistemas analégicos.

e Um sistema analégico estdvel pode perder totalmente ou parcialmente a sua
estabilidade quando € discretizado.

o A leitura discreta efectuada pelo A/D, faz com que exista uma perda de
informag#io relativamente a0 processo a controlar. De facto, entre os intervalos
de amoétragem, néo existe informag8o sobre a evolugdo da planta.

e A possibilidade de ocorrerem erros de software, principalmente na
implementaco de sistemas complexos.

¢ Um sistema pode ser estivel e controlavel, mas o facto de existir um tempo
necessdrio ao processamento do algoritmo e & actualizagio do A/D pode

inviabilizar em termos préticos o controlo efectivo.

2.2 - DISCRETIZACAO EXACTA

A transformacfo de uma representégﬁo continua para uma representacfio discreta pode
ser realizada de uma forma exacta.

Considere-se um sinal e(t), e a sua transformada de Laplace E(s). Se aplicarmos esse
sinal a um A/D, obteremos na saida, o sinal e(t) amostrado, que representaremos por

e*(t). A este sinal correspondera a transformada de Laplace E*(s).

e(t) e*(t)
— A/D
E(t) E*(1)

figura 2.1 - relag8o entre os sinais de entrada e saida de um A/D

Podemos representar E*(s) da seguinte forma:
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E*(s)= ie(kT) g kb ‘ .1

k=0

em que T é o periodo de amostragem.

Efectuando uma simples mudanca de varidvel,

1
z=e" ous= T Inz 2.2)
podemos afirmar que:
E(z) = E*(s)l=1s = ) e(kT)z™ (2.3)
k=0

Isto corresponde a definigdo de transformada Z.

Para obter uma representac¢fio discreta de qualquer sinal, podemos utilizar a defini¢do de
transformada Z. Isto implica, no entanto, que tem que ser conhecida a sua representacio
no tempo a qual se aplica a transformada, ou que se conhece a sua transformada de
Laplace.

Se for conhecida a representagdio temporal, o calculo da transformada Z pela definicdo
conduz , como se pode facilmente verificar, a uma série infinita em termos de z*. A
partir dessa série, é possivel, na maioria dos casos', obter uma representagiio em forma
fechada dessa transformada. Se em vez da transformada z de um sinal, pretendermos
obter a de um sistema amostrado, teremos que aplicar a transformada' z ao sinal
correspondente & resposta impulsional desse sistema.

A representagfio de um sistema discreto, obtida por esta forma, nfo pode ser utilizada,
para determinar a resposta do sistema, a entradas diferentes do impulso de Dirac. De
facto, neste aspecto, difere da transformada de Laplace®. E por este motivo, que se

! Se o sistema for linear e de parimetros concentrados.

2 Neste caso, a fungfio de transferéncia impulsional, pode ser utilizada para determinar a resposta de um
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procuram processos de discretizagfio, que nfio passem pela aplicagio da definicdo da
transformada z, tentando assim obter fungSes de transferéncia, que permitam prever a
reacgdo do sistema a diversas entradas. Este trabalho faz precisamente o estudo de

alguns desses métodos.

2.3 - MAPEAMENTO ENTRE O PLANO S EO PLANO Z

Uma ferramenta muito utilizada no projecto e andlise de sistemas de controlo, é o Lugar
Geométrico de Raizes (LGR). Este método gréfico, permite ter uma visualizac8o, das
possiveis localizagdes dos polos em malha fechada do sistema. Essa localizagio serd
fungo da localizag@io dos polos e zeros em malha aberta e de um ganho (k) ajustavel.

E sabido que um sistema continuo, que possua pélos em malha fechada no semi-plano
direito do plano s, terd um comportamento instavel. Por este facto, a visualizagiio das
possiveis localizagSes desses pdlos fornece uma informagfio muito util e de facil leitura
sobre a estabilidade do sistema.

Além da informacg8io sobre estabilidade, outras leituras se podem fazer do LGR. Saber a
posicdo dos pélos em malha fechada, permite, nalguns casos, calcular algumas
caracteristicas da resposta temporal ao degrau unitirio do sistema, como sejam o
overshoot, a frequéncia de oscilagdo, o tempo de estabilizago, etc.

O grande uso que esta ferramenta tem no estudo de sistemas no dominio continuo, fez
com que a sua utilizagdo fosse trénsportada para o dominio discreto, com algumas
adaptagdes que passamos a explicar.

Em termos de planos complexos s e z com ordenadas correspondentes & parte imagindria

e abcissas correspondentes a parte real, podemos facilmente constatar que se um valor
de:

s=a+jb 2.4

corresponde a um determinado ponto nesse plano, o niimero:

sistema a uma qualquer entrada.
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z=el ="M =x+jy 2.5

ir4 representar um ponto diferente.

Ser4 esta relagdo, que nfo é mais do a defini¢iio de z, que foi apresentada anteriormente
neste capitulo, que define o mapeamento entre os planos complexos s e z. Com este
mapeamento podemos atribuir a cada ponto do plano s, um ponto correspondente no
plano z.

Uma propriedade importante a considerar no estudo deste mapeamento, é o facto z=e"

ser uma fun¢do periddica, com periodo igual a jw, em que w; é a frequéncia de
1
amostragem Como w, = 2nf; e f; = T temos que o periodo da fungfio €™ é dado por

27
J T M
Este facto faz com que um numero infinito de pontos do plano s, tenha a mesma
representagdio no plano z. Com efeito, todos os pontos cuja diferencga entre si seja de um

valor multiplo do periodo da fungfio, vio possuir a mesma correspondéncia no plano z:

si=a+jb ’ (2.6)

L 2T
s2=s1t JkT, k inteiro 2.7
z1=el=gz,=¢"™ (2.8)

Através desta funcfio, fazendo um mapeamento exaustivo ponto a ponto, ou mapeando
zonas, COmo sejam rectas ou semi-rectas paralelas aos eixos, pode obter-se uma
correspondéncia entre dreas do plano s ¢ do plano z. Consegue-se desta forma, obter a
zona do plano z que corresponde ao semi-plano esquerdo no plano s.

Relembremos a importéncia do semi-plano esquerdo, ja que, se os pélos da fungfio de
transferéncia em matha fechada se localizarem todos neste plano, temos a garantia de que
o sistema ser4 estével. No extremo, os pélos poderdio localizar-se, na fronteira entre os
dois semi-planos esquerdo e direito, ou seja sobre o eixo das ordenadas, que no caso de
um plano complexo, como se sabe, corresponde ao eixo imaginario. Neste caso, o

sistema apresentard oscilagbes de amplitude constante, nfio caindo contudo na
instabilidade.
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Debrucemo-nos entfio sobre o mapeamento do eixo imagindrio. Neste caso, o valor de s

terd sempre a parte real nula, pelo que a sua transformagfo serd sempre dada por:
z=¢&™ (2.9)

em que W representa a parte imagindria do ponto a ser transformado. Este nimero z ¢
um ntimero complexo cujo modulo serd sempre unitdrio. Vejamos a representagdo de um
ntmero complexo na figura. Se o modulo do ponto x for 1, como acontece no exemplo
da figura, a representagdo desse ntimero serd precisamente da forma x = ¢®. Entfio, na
formula z = &%, w equivale ao 4ngulo do vector que representa o nimero z. E 6bvio

constatar que se comegarmos com w = 0, z corresponderd ao ntimero 1 + j0, enquanto
T . . c
que W = —, corresponde ao nimero z = 0 + j1. Este raciocinio depressa nos leva a

verificar que se w variar continuamente entre 0 e 27, se obtém valores de z que

correspondem & circunferéncia unitaria centrada na origem.

i Im

-1\ 1

figura 2.2 - representago gréafica do niimero complexo x = &*

A reflexdio anterior sobre a periodicidade da fungfio e™, pode ser relembrada aqui, para
verificarmos que para valores de w maiores que 27, se repetirfio pontos no plano z, ja
anteriormente representados. Também & trivial verificar, que os pontos correspondentes

a valores negativos de w, implicam apenas a consideragfio de um 4ngulo o negativo.
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Deste modo, temos mais uma vez a repeticio de pontos da circunferéncia unitéria.

O eixo imaginario do plano s, € entdio mapeado na circunferéncia unitdria no pano z.
Estudemos agora, o mapeamento de uma recta paralela ao eixo imagindrio, que cruze o
eixo real na abcissa -6, o > 0. Este caso tem uma andlise muito semelhante & efectuada
para o eixo imaginario. Reparemos que todos os pontos desta recta t€m a mesma parte

real. Assim fica:

$=-0tjw, -c0<w< © (2.10)
7= eT(~<-; tjw) _ e-Tceiij (21 1)
Com a variagdo de w, iremos obter, & semelhanca do que sucedeu com o eixo
imagindrio, pontos de uma circunferéncia centrada na origem A diferenca entre o
mapeamento do eixo imaginario ¢ uma recta que lhe seja paralela, pertencente ao semi-
plano esquerdo, reside no wvalor do raio da circunferéncia, em qué essa recta €
transformada. No primeiro caso, como vimos, esse raio é 1, no segundo caso, esse raio
sera dado por €, valor que é sempre inferior 4 unidade.
Considerando agora rectas, como a anterior, mas com ¢ a variar entre 0 € -0,
verificamos que essas rectas vdo sendo transformadas em circunferéncias de raio cada
vez menor, até que no limite, temo uma recta mapeada na origem do plano z.
Temos agora dados que permitem verificar que o semi-plano esquerdo e eixo imagindrio,
do plano s produzem uma imagem no plano z que corresponde 2 circunferéncia unitaria e

ao circulo unitario centrados na origem, respectivamente.
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figura 2.3 - mapeamento entre os planos s € z

Possuimos agora mformagﬁo, que possibilita utilizar as regras do LGR continuo no
dominio discreto. Se, na analise de um sistema discreto, ocorrerem pdlos da fungéo em
transferéncia em malha fechada, fora da circunferéncia unitéria, isso corresponderd no
plano s a pélos no semi-plano direito, logo, pdlos instaveis. Esta informag@o, como se
disse quando do LGR continuo, € de grande importincia na andlise de qualquer sistema
de controlo.

Referimos também que, da localizagdo dos p6los em malha fechada, se podem retirar
certas informagdes sobre a resposta temporal ao degrau unitario do sistema. No plano z,
também € possivel obter informagdes deste tipo. Para ler estas informagdes, geralmente
sdo marcadas no plano, linhas auxiliares, que correspondem a lugares de valores
constantes do coeficiente de amortecimento & e da frequéncia natural de oscilagio wy.

Na figura seguinte, apresentamos algumas dessa linhas marcadas, no plano s e no plano
Z.
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-0.41
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figura 2.5 - zonas de amortecimento e frequéncia natural constante no plano z
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24. PROJECTO DE SISTEMAS NO DOMINIO DISCRETO VERSUS
DISCRETIZAGAO DE SISTEMAS CONTINUOS

No projecto de sistemas de controlo, em que cada vez mais o projectista tende a utilizar
técnicas de controlo digitais, coloca-se por vezes um problema que tem a ver com a
dificuldade de efectuar o projecto directamente no dominio digital. De facto, como j foi
referido, a andlise matemética destes sistemas pode ser bastante complicada, enquanto
que no dominio continuo, nfo s6 o projecto se torna mais simples matematicamente,
como o conjunto de ferramentas de apoio ao projecto é mais vasto. Acresce a estas
vantagens, o facto de ser mais intuitivo trabalhar no dominio continuo. No dominio
discreto, s3o menos evidentes, ou menos apreendidas pelo projectista, as relagdes entre a
representacio matemdtica e a realidade fisica.

E assim comum, que o projecto seja realizado no dominio contfnuo e posteriormente
discretizado utilizando algum processo para o efeito, apesar de cada vez mais surgirem
técnicas de projecto directamente no dominio digital.

Cabe aqui referir, que o projecto de um sistema de controlo, consiste na maioria dos
casos na escolha do controlador e posterior calibragdio, uma vez que as outras
componentes do sistema sfo na sua maioria impostas. De facto a planta e outras
componentes dum sistema de controlo genérico, existem & priori e apesar de poderem ser
ligeiramente modificadas para se adaptarem melhor ao desempenho pretendido, a sua
representacdo nfio pode ser alterada substancialmente. De notar também que a planta €
quase sempre um sistema que funciona no dominio continuo e nfio no dominio discreto.
Este ¢ mais um factor a pesar, no facto de o desenvolvimento dos controladores ser
efectuado no dominio continuo e s6 posteriormente se proceder a sua discretizagéo.
Também quando falamos em discretiza¢dio de um sistema, referimo-nos quase sempre, ©
de acordo com o referido acima, a discretizagdio somente do controlador, uma vez que as
outras partes constituintes do sistema nfio interessa na maioria das vezes discretizar,
porque serdo sempre utilizadas no dominio continuo. A discretizagdo da planta, €
realizada por vezes quando se pretende efectuar simulagdes por computador antes da
implementagdo efectiva do sistema real. Neste caso, e apesar de existirem programas de
simulagio que permitem o estudo de sistemas hibridos, ou seja que contenham

simultaneamente blocos no dominio discreto e blocos no dominio continuo, pode ser
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vantajoso ou mesmo necessario efectuar a simulagio com a representagio discretizada
da planta.
No nosso estudo, s6 ird ser realizada a discretizagiio do controlador e para isso serdo

estudados diversas formas de a efectuar.

A discretizagio de um controlador visa, como € dbvio e como vem sendo refeﬁdq, obter
uma representagio discreta do mesmo. Pretende-se que o controlador discretizado,
realize as mesmas fungdes que o controlador continuo, preferencialmente com o mesmo
desempenho que o primeiro obtinha. De notar que um controlador discretizado pode
manter o controlo efectivo da planta mas com um desempenho pior, ou seja, com tempos
de estabilizagio maiores, “overshoot” mais elevado, existéncia de oscilagbes que ndo
aconteciam com.o controlador continuo, etc., etc.

Como & referido anteriormente, na comparagio das vantagens e desvantagens de
controladores discretos relativamente aos continuos, pode mesmo acontecer que um
controlador que produzia um desempenho estdvel enquanto continuo, perca essa
caracteristica tornando o sistema instivel se for “mal discretizado”. Este conceito de
“mal discretizado”, nfio existe em termos absolutos. De facto ele s6 pode ser aferido
realizando testes que permitam comparar o desempenho do sistema antes e depois da

discretizagfo. Este sera um estudo realizado mais tarde neste trabalho.

2.5 - “ALIASING” OU “FOLDING”

Um importante problema pode surgir, quando se projecta um controlador digital, quer
no dominio discreto, quer através da discretizagio de um controlador continuo. Esse
problema tem a ver com o facto de um sistema amostrado um espectro que se repete em

torno de frequéncias multiplas da frequéncia de amostragem.
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T 1vawl

v

[Y*(w)

v

“Ws-We Wy W, “wetw Ws~We We Ws Wetwe W

figura 2.6 - espectro com “aliasing”

A figura mostra o espectro de frequéncia de um sinal genérico y(t). Admitindo que a
frequéncia maxima desse sinal é w,, vemos no grafico de cima, o espectro do sinal
continuo. Se esse sinal for amostrado & frequéncia w;, teremos no gréafico de baixo, o
espectro do sinal amostrado. Mostramos apenas o espectro repetido as frequéncias w; e -
w;s. Ele repete-se no entanto, para todos os muiltiplos inteiros destas frequéncias. De
notar que se a frequéncia w; for suficientemente elevada, nfio se verifica o cruzamento

dos espectros repetidos, como se mostra na figura.

Este fenémeno, conhecido como “aliasing” ou “folding™ provoca problemas efectivos de
controlo. O ruido de alta frequéncia, pouca influéncia terd no desempenho de um sistema
continuo uma vez que o seu espectro € de tal forma que essas frequéncias ficam bastante
atenuadas. Se esse sinal for amostrado, o ruido que surja a frequéncias elevadas pode

afectar seriamente o desempenho do controlador, se essa frequéncia produzir um “alias”
a baixa frequéncia.

2.6 - O TEOREMA DE SHANNON E A FREQUENCIA DE NYQUIST

Desde o inicio do uso de sistemas de controlo discretos, que desenvolvimentos teéricos
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importantes tém acompanhado a sua implementag&o pratica. Desde o comego que existiu
a preocupagdio de compreender o processo de amostragem e posterior reconstrugéo do
sinal amostrado através do ZOH' ou de outro elemento com ﬁmg:(“)és idénticas. Nyquist
apresenta pela primeira vez em 1928, um artigo® em que refere que um sinal sinusoidal
pode ser completamente reconstruido a partir de impulsos que correspondam a uma
amostragem dele préprio, se esse impulsos forem obtidos a uma taxa de pelo menos dois
por periodo. Isto corresponde, como ¢ 6bvio, a uma frequéncia de amostragem, no
minimo o dobro da frequéncia do sinal sinusoidal. - '

Em 1949, Shannon apresenta o seu famoso teorema’. Neste teorema, Shannon afirma
que qualquer sinal e(t) que ndo contenha frequéncias maiores que W rads”, ou por
outras palavras, que tenha um espectro limitado, do género do que se mostra na figura,
pode ser reconstruido a partir de amostras suas, desde que essas amostras estejam

espagadas de um intervalo T, de forma a que:
T<—s (2.12)

E 6bvio constatar do grafico da figura 2.7, que esta condigdo, que é equivalente a w; >
2w, significa ndo deixar que os espectros repetidos do sinal original se sobreponham.

Y*(iw)

v

~Ws-W, “Ws Wt W, “We We We-We W WetwW,

figura 2.7 - espectro sem “aliasing”
Espectro de um sinal amostrado com um valor de w; que satisfaz o teorema de Shannon

! Zero Order Hold ou Retentor de Ordem Zero, que ser4 introduzido e explicado mais 3 frente
% Nyquist, H. “Certain Topics in Telegraph Transmition Theory”, AIEE Trans., 47, 617-44.
Esta referéncia aparece citada em [1], pp 33

* Shannon C. E. “Communications in the Presence of Noise”, Proc. IRE, 37, 10-21.

Ver também [1], pp 33
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Em termos praticos, esta condigdo é por vezes muito dificil de verificar, ou porque o
espectro do sinal nfio é limitado, ou porque, embora o sendo, isso acontece a frequéncias
muito elevadas. Isso implicard a utilizagéo de uma frequéncia de amostragem bastante
alta, muitas vezes impossivel de implementar em sistemas reais.

Reparemos que a inequagdo indicada acima, pode ser posta da seguinte forma:
W< (2.13)

Corresponde esta inequagdo, a dizer que a reconstrugdio de um sinal é possivel, desde

que
. . p ;
a maxima frequéncia do espectro desse sinal seja T em que T é o periodo de

amostragem. Esta frequéncia é conhecida como frequéncia de Nyquist e constitui um
factor chave na analise e estudo de qualquer sistema amostrado. Com efeito, se num
sistema discreto, a frequéncia de amostragem for inferior & de Nyquist, existira o risco de
ocorrer um fendmeno de “aliasing”, que podera comprometer a qualidade do
desempenho desse sistema.

E possivel condicionar um sinal por meio de filtragens apropriadas, de forma a limitar a
sua largura de banda, para que se eliminem frequéncias superiores & frequéncia de
Nyquist. N&o nos iremos debrugar sobre este assunto por nfo cair no objecto do nosso
estudo. Apesar disso, a aplicagdo de uma correcta filtragem pode nfo s6 melhorar o
desempenho de um sistema de controlo, como até em casos extremos, viabilizar um
controlo que sem essa filtragem se torna invidvel.

Poderemos dizer algo, sobre a escolha da frequéncia de amostragem a utilizar num
sistema discreto. Middleton ¢ Goodwin [32]1, aconselham como limites inferior e
superior, para a frequéncia de amostragem, respectivamente, 10 ¢ 50 vezes a largura de
banda pretendida para o sistema em malha fechada. Uma frequéncia de amostragem fora

destes limites, pode provocar oscilagdes indesejiveis entre amostragens, se a frequéncia

! Apesar de ser um livro, esta referéncia & colocada em tltimo lugar da bibliografia. Isto tem a ver com o
facto de ter sido introduzida perto do final do trabalho quando todas as referéncias aos outros livros e
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for muito baixa, e problemas de precisfo numérica na implementagfio em computador, se

for muito elevada.

2.7 - O RETENTOR DE ORDEM 0

Num sistema de controlo, é necessario representar a relacfio ente os sinais de entrada e
de saida. Num sistema continuo, isso representa-se pela fungfio de transferéncia continua
que ndo € mais do que a relag8o entre as transformadas de Laplace dos sinais de entrada
e saida. Também num sistema discreto essa relagfio existe, ¢ pode ser calculada,
representando-se neste caso pela fungfio de transferéncia discreta. Similarmente ao
sistema continuo, essa funcfio de transferéncia nfio serd mais do que a relagdo entre as
transformadas Z do sinal de saida e do sinal de entrada

Considere-se a representacéio tipica de um sistema dindmico discreto, no que diz respeito
s6 a planta. O sinal de controlo discreto e*(t), ¢ transformado num sinal continuo, por

intermédio de um conversor D/A, representado no esquema pelo retentor de ordem zero

Z6@®)
Z(e®)’

devera ter em conta o facto de que os sinais de controlo antes de chegarem 3 planta

“ZOH™'. Neste caso, a fungfio de transferéncia discreta H(z) ser4 dada por o

- passam pelo retentor que afecta esse sinais. De facto a fungfo de transferéncia do

—e~-Ts

ZOH(s) ¢ dada por

*(t t t *(t
e, ZOH(s) u(t) ) yO N vy

H(z)

figura 2.8 - representagfio genérica de um sistema discretizado

O ZOH(s) transforma os impulsos discretos existentes na sua entrada num sinal continuo

por patamares u(t), que € o sinal que efectivamente actua a planta. Podemos ver estes

artigos, j4 tinham sido feitas..
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sinais na figura seguinte.

ext) ut) |

L 4
v

T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T 9T 10T T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T ST 10T

figura 2.9 - efeito do ZOH sobre o sinal e*(t)

Se considerarmos uma entrada em degrau unitério e(t), € ficil observar que e*(t) nfo
sera mais do que uma série de impulsos espagados de T e de valor unitario. Sendo assim,
a saida do ZOH teremos novamente um degrau unitdrio (u(t)) cuja transformada de

1 G
Laplace é g Desta forma, podemos afirmar que Y(s) = ——i—sl . Admitindo que Y(s) tem

como transformada Z Y(z), que nfo é mais que a transformada Z do sinal y(t), e sabendo
que a transformada Z de uma série de impulsos unitrios a que corresponde o sinal e*(t)

1 Y
é E(z) = zi 1= 1, podemos definir H(z) como sendo gz) , ou ainda:

1-z-t
H(z) = (1-2)Y(). 2.14)

Resumindo, se um sistema for do tipo representado na figura anterior e se soubermos

G(s), a funcdo de transferéncia H(z) pode ser calculada da seguinte forma:

1 - Calcular a transformada Z de Y(s) = Gis) , obtendo Y(z)

2 - Multiplicar o resultado anterior por (1-z™") para obter finalmente H@z) = (1-2")Y(2)

Este resultado pode ser obtido duma outra forma, considerando que a fungdo de
transferéncia do ZOH(s) é dada pela formula ja indicada acima e que repetimos:

! «Zero Order Hold”
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—e- Ts
ZOH(s) = (2.15)
Facilmente se vériﬁca que a série de fungSes ZOH(s)G(s) pode ser escrita como:
ZOH(s)G(s) = (1-e™™) —2 G(S) (2.16)

G
Assim, a transformada Z deste bloco serd dada por Z{(1-¢™) g} que pode ser

G(s) s ( s)

calculada como a subtrac¢fio das transformadas Z{——S—-} e Z{e"—}. O segundo

destes termos ndo é mais do que o mesmo sinal do primeiro termo, atrasado de T. Em

G(s)

termos de transformada Z isso corresponde a ter z‘IZ{~—S—— }. Ficamos assim com H(z)

dado por:

H(z) = (1-2)Z{ 9?} .17

Esta nfio € mais que a repeticdo da mesma transformada H(z) calculada atras.
E possivel utilizar em vez de um retentor de ordem 0, para a reconstru¢do do sinal a

partir da série de impulsos, um retentor de ordem 1 (FOH'), ou mesmo de ordem mais

elevada.

(1-e~sO)(sT+1)
s*T

Fungéo de transferéncia do retentor de ordem 1

FOH(s) =

(2.18)

! «Pirst Order Hold
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Neste caso a saida seria, no uma sucessdo de patamares, mas cada impulso seria
transformado numa rampa. Este processo ¢ relativamente pouco utilizado pelo que nfo o

iremos apresentar nem discutir.

2.8 - DISCRETIZACAO DE CONTROLADORES

O método de discretizagdo, baseado no retentor de ordem zero, que acabamos de
apresentar, ¢ um método exacto, quando a entrada do sistema é um degrau unitario.
Normalmente esta suposi¢cdo é valida, quando se pretende descrever a saida da planta
com controlo digital, nos instantes de amostragem, pois quase todos os conversores
A/D, funcionam como um retentor de ordem zero, mantendo o sinal de entrada na
planta, constante entre instantes de amostragem. Se for aplicado a discretizagiio de
controladores, esta suposigéio néo ¢ valida, porque o sinal de entrada no controlador, nio
se mantém constante entre instantes de amostragem. Nos préximos capitulos iremos
descrever alguns métodos para discretizar controladores. Estes, podem ser divididos em
dois grandes grupos. No primeiro desses grupos, que se denomina de malha aberta, a
discretizagdo € efectuada, transformando G(s) em G(z). Esta transformacdo ¢ feita por
substituigdo dos termos em s por termos em z, por forma a satisfazer algum critério. Este
pode ser obter um determinado mapeamento entre o plano ss e o plano zz, obter uma
resposta semelhante do controlador discretizado relativamente ao controlador continuo
nos instantes de amostragem, etc.. Em termos gerais, nestes métodos nfio é utilizada
informagco relativa as caracteristicas de funcionamento do sistema em malha fechada. De
facto, somente a fun¢do de transferéncia do controlador é necessaria.

A discretizagdo baseada no elemento retentor de ordem zero, que foi apresentada na
secgdo anterior, pode incluir-se neste conjunto de métodos de discretiza¢do em malha
aberta. Com efeito, nfo s3o necessarias quaisquer informagBes sobre outras

caracteristicas do sistema, nem sobre a planta que o controlador actua.

Nos métodos de malha fechada, a abordagem € diferente. Neste conjunto de métodos, o
procedimento adoptado implica que quase sempre que se tentem manter intactas, ou pelo

menos o mais possivel inalteradas, as caracteristicas que o sistema analdgico possma em
malha fechada.



CAPITULO 3

"METODOS EM
MALHA ABERTA
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3 - Métodos em Malha Aberta (Open Looop)

3.1-INTRODUCAO

Nos métodos em malha aberta, o processo utilizado na discretizagdo consiste em
substituir o termo 8, na fungdo G(s), por um novo termo em z. Obtém-se assim G(z), que
se considera como a discretizag8o de G(s).

Como se processa entfio a substituicio do factor s? Nos métodos classicos, essa
substituicdo € obtida, ou através de aproximacles a relagdio exacta entre s e Z, que

. T e . ~
relembremos é representada por z = €*,! ou através de aproximacdes que levam em

conta o facto de s representar a diferenciagio em ordem ao tempo e ;— representar a

integragdio’. Estes métodos sdo muito simples de aplicar, apesar de por vezes, quando
aplicados a sistemas mais complexos, poderem comprometer o desempenho do sistema
discretizado.

Alguns métodos, tém geralmente como base aqueles acabados de referir, diferindo
apenas no grau de aproximagfio aplicado’, ou na utilizagio de algum melhoramento
posterior.

Existem também métodos que efectuam uma parti¢do de G(s) em elementos mais simples
Gi(s), realizando a sua transformagfio em elementos discretos equivalentes Gi(z), que
compdem no seu conjunto a funcio G(z).

De referir que todos estes métodos, tém como parimetro ajustivel o periodo de
amostragem. Isto implica, que o controlador final pode ser encontrado, depois de se

testar varios periodos de amostragem, seleccionando-se o maior que conduz a um

! T = periodo de amostragem

? Lembremos que Y(s) = sF(s), corresponde a ter no domfnio dos tempos y(t) =

e que

dt
F(s)
X(s) = S corresponde a x(t) = jf(t)dt

* Por exemplo, se a relagio z = &' for aproximado por uma série, essa série pode ser truncada de formas
diferentes, produzindo aproximacdes mais ou menos exactas, relativamente 2 a relagio inicial. E 6bvio

que quanto mais aproximada for a relagiio, maior a complexidade e a dificuldade na aplica¢fio do
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melhor desempenho.
Iremos apresentar agora alguns destes métodos, sem no entanto mostrar quaisquer
resultados de discretizagdes efectuadas com os mesmos. Isso serd efectuado no capitulo

6.

3.2- METODO DE EULER

Este método (também conhecido na literatura como "forward difference” devido a
aproximagcdo a derivada que ¢é efectuada) corresponde a aproximar o mapeamento exacto

entre z e s por uma expanséo em série truncada, ou seja:

z=¢ ~1+5sT (3.1

Mampulando a expressﬁo, temos ques
S _“"; ! 3.2
T ( . )

Esta vai ser a fdrmula utilizada para efectuar a substituigéo dos termos em s de G(s).

Esta aproximac#o pode também ser obtida, se pensarmos que a derivada representada no
dx(t)
t

sistema anal6gico por s (correspondendo a 4

) pode ser aproximada por uma

equagdo as diferencas da seguinte forma:

dx(t)  x®-x(t-h) _z-1

” T T x(t)" (3.3)

Daqui se retira também, a igualdade j4 apresentada acima:

S p—l -Z——_l
T (3.4

método.
! Utiliza-se aqui iedade d i4
qui a propriedade de operador avango da varidvel z, que corresponde a ter zx(t) = x(t+1).
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A simplicidade deste método contrasta com a possibilidade que o mesmo introduz, de
transformar um sistema continuo estdvel num sistema discreto instavel. Vejamos o

mapeamento que a mesma produz entre o plano s e o plano z:

figura 3.1 - mapeamento entre os planos s e z devido 2 transformacéo de Euler

De facto, comparando este mapeamento com aquele produzido pela transformacio
exacta z = e*, apresentado no capitulo anterior, vemos que a zona de estabilidade do
plano s, nfio se transforma na zona de estabilidade do plano z, que corresponde ao
circulo unitério centrado na origem. Este factor, conjugado com os fracos desempenhos
que o sistema pode apresentar depois de discretizado, faz com que este método, apesar

de muito simples, nfio seja comummente utilizado.

3.3 - METODO DIFERENCIAL

Este processo conhecido por "backward difference” (por contraste com a designagdo
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"forward difference” do método anterior) &, na defini¢do, muito similar ao de Euler'
diferindo no facto de a aproximagfo da derivada pela equag8o as diferengas, tomar aqui a

seguinte forma:

dx(t) ., x(O—x(t-h) _ 1-z-1
a T T

= t 3.5
x() = () (3.5)
Da mesma forma que no método de Euler, a sua aplicagiio pratica corresponde a

substituir s na fungfio G(s) por:
§=—— (3.6)

A aparente proximidade deste método com o de Euler s6 ¢ valida do ponto de vista de
como ¢é obtido. Assim, analisemos o mapeamento entre planos realizado por este
método, apresentado na figura 3.2.

Neste caso, por contraste com o anterior, temos que um sistema estavel, € transformado
num sistema também estével. Pode verificar-se que o semi-plano esquerdo do plano s, se
transforma, por esta relagdio, no circulo de raio 0.5, centrado no ponto [0 0.5]. Esta
regifio estd dentro da regifio de estabilidade do plano z, pelo que podemos afirmar que se
mantém a estabilidade de um sistema depois de discretizado por este método. A
estabilidade do sistema discretizado, nfio é o tinico aspecto a considerar na andlise do
resultado da discretizagfio. O facto de que os poSlos do sistema continuo tem a sua
imagem discretizada no interior do circulo como se indica na figura, vai condicionar a
dindmica do sistema discreto.

Apesar de tudo, ¢ evidente a vantagem que este método tem sobre o método de Euler no
que diz respeito 4 estabilidade. Quanto ao desempenho, melhor ou pior, relativamente ao
método anterior, s caso a caso se podera verificar, efectuando testes. N3o deixa de ser,

contudo, um método cujos resultados sfo, fracos, a nfo ser que seja aplicado a sistemas

1 E de facto parecido com a defini¢io a partir da diferenciagiio, nfio com a aproximagio da relagio
z=¢",

* Lembrando que z'x(t) = x(t-1).
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simples e com periodos de amostragem reduzidos.

e

figura 3.2 - mapeamento entre os planos s ¢ z devido & transformacio diferencial

3.4- METODO DE TUSTIN

Este método ¢ largamente divulgado e utilizado, produzindo resultados bastante
satisfat6rios. Conhecido por transformacdo de Tustin ou transformac8o bilinear,

baseia-se ndio na aproximagio da derivada representada, por s, mas sim na integragfio

representada pelo factor -1—
]

Para se chegar a transformago, consideremos, o sistema representado na figura 3.3.

u(t) y(t)

t e(t
1® © Controlador Planta

L Z

figura 3.3 - sistema anal6gico
Admitamos que R(s), E(s), U(s), Y(s), so as transformadas de Laplace dos sinais
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temporais correspondentes. Chamando G(s) 3 funcio de transferéncia do controlador,
U(s) _
E(s) s

H(s) 4 fungfo da planta, e impondo G(s) = —, temos

Nestas condi¢des, analisemos a figura seguinte.

e(t)

v

nh-h  nh ‘ t

figura 3.4 - sinal e(t)

1 .
Uma vez que o factor — representa uma integrag#io no tempo, podemos afirmar que
]

u(nh) = j e®) dt + j e(t) dt (3.7

nh-h

que corresponde a afirmar que o valor de u(t) no instante t = nh € igual i 4rea da fungdo
e(t) até ao instante t = (nh-h) mais a 4rea entre os instantes t = (nh-h) e t = nh;

u(nh) = u(nh-h) + (4rea entre nh-h) 3.8)

Fagamos agora uma aproximaggo do sinal e(t) entre os pontos t = (nh-h) e t = nh, por

um segmento de recta, como se vé na figura.
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v

nhh  nh ¢

figura 3.5

Se calcularmos novamente o valor de u(nh), considerando a nova 4rea entre os instantes

t = (nh-h) e t = nh, deste novo sinal e(t) temos que esse valor de é dado por:

u(nh) = u(nh-h) + g—(e(nh-h) + ¢(nh)) (3.9)

em que o segundo termo da soma corresponde A 4rea do trapézio formado entre
t=(nh-h) e t =nh.
Se aplicar-mos agora a transformada z 4 equagfio anterior e lembrando que:
Z{f{t-kh)} = zX F(z), com k inteiro (3.10)
em que h corresponde ao periodo de amostragem, obtemos:
=1 h 1
U@ =z1U(z) + E(z‘ E(z) + E(2) B3.1H

U@)(1-zb) = %(z‘l +1)E(2) (3.12)

manipulando a expresséo, resulta a relagfo entre as transformadas z dos sinais e(t) e u(t),
que € dada por:
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U@z _hz!l+1_ 1 (3.13)
E(z) 21-z-! 21-z1
hil+z1
Reparemos que no sistema continuo, a relagfio exacta entre u(t) e e(t), 4 dada por:
et) = fudt (3.14)

A esta relagdo, corresponderia a transformada z, se calculada de forma exacta, dada por:

2 (3.15)
—

A diferenga entre as duas expressdes, resulta do facto de se ter aproximado o integral
entre dois pontos do sinal e(t), por um segmento de recta. Este ¢ alids um método de

integragfio numérica normalmente utilizado.

. . U(z
Podemos afirmar, no caso do sistema que estamos a considerar, que a relagdo ——% se
z

-z=1
obtém, fazendo a substituicdo na fungfio G(s) = 1 de s por 21-z
s

hi+z1’

Fazendo a substituicdo de h por T (periodo de amostragem), para uniformizar a

simbologia com os dois métodos anteriores, temos entdo que o método de Tustin

-z-1
corresponde a substituir, em qualquer fingdio genérica G(s), s por —i—, 11 +Z T ou,
7
multiplicando o numerador e o denominador por z,
2 z-1
._) ———
s T7241 (3.16)

A transformagfio de Tustin tem a propriedade de transformar uma fungdo de
transferéncia continua estdvel, numa fungfio discreta também estivel. Isto pode
constatar-se, analisando o mapeamento do plano s para o plano z que a mesma produz.

Com efeito, o semi-plano esquerdo e o eixo imagindrio do plano s sfo transformados,
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respectivamente no interior do circulo unitario centrado na origem e na circunferéncia
que delimita esse circulo no plano z. Esta relagdo entre os planos s e z devida a
transformacio de Tustin € idéntica aquela que se obtém com o mapeamento exacto entre
as varidveis s ¢ z dado por z = €. Este facto é uma vantagem importante relativamente
aos outros métodos ji descritos, apesar de o método actual implicar calculos um pouco

mais complexos.

1 Plano z

figura 3.6 - mapeamento entre os planos s e z devido & transformagio de Tustin

3.5- METODO DOS ELEMENTOS RETENTORES

Recordemos o processo de discretizagfio apresentado no capitulo anterior, baseado na
utilizagdo do retentor de ordem zero (ZOH). Neste método, um elemento Q(s), é
colocado em série com a planta que se pretende discretizar, tendo como objectivo,

transformar os impulsos discretos a sua entrada (e*(t)) num sinal contfnuo na sua saida

(e(t).
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B N | Q(s) Ly Hs) ——

figura 3.7

Foi referido, quando se apresentou o método do ZOH, que outras fungdes poderiam
desempenhar esse papel, nomeadamente retentores de ordem mais elevada. |
A utilizagio de diverso tipo de fungSes Q(s) que fagam uma interpolagfo entre os
impulsos discretos de e*(t), transformando-os num sinal continuo e(t), abre campo a
toda uma nova sub-ordem de métodos de discretizagio, que ja foi de facto explorada,
encontrando-se alguns destes métodos na literatura e em artigos da especialidade [21].

Em sistemas discretizados desta forma, a fungdo de transferéncia discreta é obtida como

se mostra a seguir
H(z) = Z{Q(s)H(s)} 4 (3.17)

Apesar de dependente do elemento Q(s), hd uma caracteristica que quase todos
apresentam. Essa caracteristica é impor que, nos instantes de amostragem, o sinal e(t),
tenha o mesmo valor que e*(t)'.

O elemento retentor mais utilizado, é sem divida o ZOH, representando um interpolador
rectangular. Outros retentores diferentes, podem ser utilizados, mas nfo de uma forma
generalizada. Veremos mais 3 frente um método (Madwed-Truxall), em que este
processo € conjugado com outro para obter a discretizagio de uma funciio de
transferéncia.

Note-se que o elemento retentor é colocado antes do bloco, em série, com a funcfo de
transferéncia que se pretende discretizar. Esta ndo é a situagdo que normalmente surge
na discretizagdo de um controlador. De facto, este método & utilizado essencialmente na
discretizagio de plantas e nfio na discretizagio de controladores. Na maioria dos

métodos, o controlador, actua independentemente da existéncia do elemento retentor’.

! Isto acontece quando no sistema real existe um bloco Q(s) antes de G(s)

2 - - z - .
Apesar disso, existem métodos de discretizagio que tem em conta o facto de existir o elemento retentor
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Se existir a necessidade de efectuar simulagdes no dominio discreto, o modelo da planta
a utilizar na simulagfo ¢ sempre obtido, através da utilizacdo deste método, com o
retentor de ordem apropriada (o retentor representa o conversor A/D). Normalmente,
recorre-se ao retentor de ordem zero ja apresentado, pois a maioria dos conversores A/D

mantém constante a sua saida entre os instantes de amostragem

3.6 - METODO DE BOXER-THALER

Nos trés métodos iniciais apresentados neste capitulo, a fungo G(z) é obtida de F(s) por

substituicdo de s por um termo em z (vamos chamar a este termo A) . Em todos estes
métodos, se aparecer em F(s) um factor s% isso implicars, para a obtengdo de G(z), a
substituigio de s por A% No entanto ja foi referido, existem outros métodos em que a

substituigdo de s9 nflo € feita de acordo com este processo. Iremos agora mostrar alguns
destes métodos mas sem especificar nenhum deles muito pormenorizadamente, uma vez
que a sua utilizagdio na prética é praticamente inexistente devido ao enorme volume de
célculos envolvidos.

Boxer e Thaler apresentaram um processo, em que partem da relacdo ja conhecida:

z=e (3.18)

=E(z) (3.19)

Chamemos operador integrador a este tiltimo elemento

Esta igualdade, pode ainda ser posta na seguinte forma:

nos célculos que efectuam.
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(SRR

(3.20)

E(@) = mr 1
Z Z{2m+l(z+i) }

m=0

Para obter os operadores integradores de ordem mais elevada, eleva-se os dois lados da
equagfo anterior & poténcia desejada. Deste processo resultam os seguintes resultados’

para os termos de ordem 1,2 e 3

Tz+1
Elz) = — 2 3.21
) 2z-1 ( )
T2 22+10z+1
()= ——— 3.22
@ 2 ey ¢22)
T3 z(z+1)
B = —=—= 3.23
2 (z-1)p (3:23)
O elemento de ordem i, pode ser determinado a partir da seguinte expressio’:
. 1 B
E(z)' = Tz{ 3 j3 T‘—iT‘ (3.29)

Sendo %;, 0 i-nésimo ntimero de Bernoulli.

Repare-se que ao contrario dos métodos anteriores, em que a substituicdo € efectuada na

forma:

s' > f(z) (3.25)

! Repare-se na crescente complexidade dos operadores
? Este termo corresponde & transformacfio de Tustin

* Podemos verificar a dificuldade de aplicacfo deste método a fungdes de ordem elevada, se relembramos

5i—l z
—e—bT

oDy D

que a transformada z d
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neste método, a substitui¢dio tem que ser feita da seguinte forma:
5T B2 (3.26)

Com efeito, o termo Z(z) substitui nio s, mas s™.
Pelos célculos que envolve, este método nfo é muito utilizado, nem aparece referenciado
em grande parte de literatura existente, ou se aparece € quase sempre a titulo de

curiosidade.

3.7 - METODO DE MADWED-TRUXAL

Madwed e Truxal, desenvolveram um método semelhante ao anterior, alterado na forma

como se obtém o operador integrador. Neste caso, o elemento integrador é da forma:

Wi(z) = Z{ %@ } (3.27)

Recordemos o método dos elementos retentores. Madwed e Truxal, afectam o elemento
integrador apresentado por Boxer e Thaler, de um elemento retentor, que efectua uma
interpolagdio entre instantes de amostragem. Se for utilizada uma interpolagfio linear,

resultam os seguintes termos para substituiggio de s, 5% e 57!

Tz+1
Pl(z) = 52_1 2 (3.28)
T2 22 +4z+1
¥(z) = S @1 (3.29)
T 2+112+11z+1
2= o, T (330)

Podemos encontrar os elementos de ordem mais elevada, com a seguinte formula:

! Também aqui os termos s3o apresentados de forma a que a substituigio se faga por s™ e nio s'.

2 .
Como no método anterior, este termo corresponde & transformagfio de Tustin
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Pi(g) = Ti_l_ N (z)

i1 @-1) (3.31)
k-1
N(z) = Y ak ;7 (3.32)
j
af =(k+1-jaky +ja* (3.33)

Mais uma vez e similarmente ao método anterior, os calculos que o presente método ’
exige sdo muito considerdveis. O volume de célculo que implicaria a discretizagfio de
uma fungdo de, por exemplo, ordem 5 ou 6 mostra que este método nfio é utilizavel, a
nfo ser que as fungSes a discretizar sejam relativamente simples, ou que se esteja
disposto a empreender todos os célculos necessarios.

Uma outra desvantagem apresentam os dois iltimos métodos apresentam, € a de terem
uma mecaniza¢do muito mais dificil.

Como curiosidade, apresentamos a seguir uma tabela, com as substitui¢des a efectuar na
discretizagdo de fungdes, com os cinco métodos apresentados até agora. S6 a

substitui¢do dos termos s, s2 e s3 é apresentada.

tabela 3.1
Meétodo S g2 s
Euler z-1 a* a
a=—
T
Diferencial o= _z_:_l_ a’ a’
VA
Tustin B _’£2+l a* a’
2z-1
BoxerThaler _Tz+l _ T Z2+10z+1 cz’_riz(z+l)
T 2z-1 12 (z-1) 2 (z-1p
Madwed- Tz+1 T2 22+4z+1 7 22+1122+11z+1
= — T e s c=—
Truxal RPN 6 (z-17 24 (z-1p
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3.8 - METODO DA RESPOSTA INVARIANTE

Alguns métodos em malha aberta, tentam aproximar a discretizagdo ideal'. No caso dos
controladores esta discretizagdo ideal, é muito dificil, senfio mesmo impossivel, por nio
se conhecer o sinal de entrada que o vai actuar.

Se no entanto, arbitrarmos um sinal de entrada, pode efectivamente fazer-se a
discretiza¢do de uma fungfo de transferéncia, por forma a fazer com que a sua resposta a
essa mesma entrada, se mantenha igual, sem variar’. Claro que a comparagfio da resposta
dos dois sistemas, continuo e discreto, s6 pode ser efectuada nos instantes de
amostragem. Deste modo, também a igualdade de respostas neste caso, se resume a
igualdade nesses instantes. Esse factor, é no entanto suficiente, na maioria dos casos,
para garantir um desempenho satisfatério.

Vejamos como se obtém a fungfo discretizada por este método.

Suponhamos uma fungfo de transferéncia F(s), tal que, para uma entrada u(t), (que

possui transformada de Laplace U(s)), produz uma saida y(t) (com Y(s) = £{y(t)}).

Y(s) =F(s)U(s) (3.34)
Pretende-se obter uma funggo F(z), de forma a que:

Y(z) = F(2)U(z) (3.35)

em que Y(z) ¢ U(z) sdo, as transformadas z de y(t) e u(t)’, respectivamente, ou
similarmente:

Y(2) = 2{Y(s)} e U(z) = Z{U(s)} (3.36)

1 . . . .
Entende-se aqui por discretizagdio ideal, aquela em que a resposta do sistema discreto, coincide
exactamente (pelo menos nos instantes de amostragem ), com a resposta inicial do sistema continuo,

2 .
Escusado serd dizer que deste facto, se retira o nome para este método

3 - -
Mais propriamente Y(z) e U(z) representam as transformadas z de y(nt) e u(nt), com n inteiro
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Das relag@es anteriores, podemos retirar que:

Y@) _ 2HYE) _ HFOUE)}

= 3.37)
FO~ 00 " e T U@ (
e 1

Especificando para u(t) correspondente a um degrau unitdrio, sabemos que U(s) = 3 €

que U(z) = ——Z-I . Podemos entfo achar F(z) que é dado por:
Z —
-1 _F
Ry = 2 51 (338)

Ao contrério dos métodos anteriores, € a4 semelhanga do método que envolve a
consideragfio do ZOH', abordado anteriormente, este processo de discretizagdio, implica
a aplicacio da transformada z exacta. Pode entfio perguntar-se, porque nfio aplicar
simplesmente essa transformada & fun¢8io F(s), determinando F(z) sem mais nada. De
facto, isso nfo garantiria a igualdade das respostas do sistema perante um determinado
sinal de entrada, condigio que € garantida pela aplicagdo do método da resposta
invariante. E alids curioso reparar que, a aplicagio do método em estudo, com uma
entrada u(t) correspondente a um impulso de Dirac produz como resultado, a
transformada z exacta da fungio F(s). Esse facto verifica-se imediatamente, observando
que, para um impulso de Dirac, quér a transformada de Laplace como a transformada z
s80 iguais 4 unidade (£{8(t)} = Z{3(1)} = 1).

Admitindo como entrada, um sinal u(t) em rampa, teriamos uma fungéo F(z) dada por:

-1)
rey = & 519,

T (3.39)

O método da resposta invariante ao degrau, é sem davida o mais utilizado, pela

importéncia que este tipo de entrada tem no desenvolvimento e na aplicagiio de

! Repare-se que este método, quando considerado com uma entrada em degrau, ¢ equivalente ao método
do ZOH descrito no ponto 7 do capitulo 2.
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controladores.
Efectuando a discretizagiio de uma fungio F(s), utilizando este método com um sinal

especifico u(t), poder-se-4 perguntar como se comportard o sistema depois de
discretizado, se for actuado por um sinal diferente do utilizado na aplicagdio do método.
Esta pergunta s6 pode ser respondida, obviamente, caso a caso. Pode no entanto dizer-se
que a qualidade do desempenho, dependerd da maior ou menor semelhanga que o sinal
efectivamente utilizado tenha com aquele que se utilizou na aplicagio do método da
resposta invariante. |

A maior dificuldade na aplicagdio deste método & discretizagfio de controladores, reside

no facto de ndo sabermos exactamente qual vai ser o seu sinal de entrada

O mapeamento entre os plano s e z, neste método & dado pela relagiio z = ¢™". Isto tem a
ver com a utilizaglio da transformada z. A especificidade da cada caso impede esse
estudo. O facto de que a resposta nos instantes de amostragem, iguala a do sistema
continuo, garante a estabilidade do sistema discreto em malha aberta

Existem algumas tabelas com fungdes de transferéncia tipicas, calculadas utilizando a
resposta invariante ao degrau (a mais vulgarmente usada, como j4 se disse). Uma destas
tabelas apresentada por Neuman e Baradello pode ser encontrada em [11]. Tem como
limitag8o, no entanto, considerar fungdes no maximo de 3* ordem. Hoje em dia, com a
possibilidade de desenvolver controladores de ordem elevada', por se dispor de
computadores cada vez mais rapidos, esta limitagio comega a ser importante. De referir
contudo, que esta tabela data de 1979, altura em que, no mercado dos computadores

pessoais se impunha, com enorme éxito, 0 Spectrum, com a sua arquitectura de 8 bits e

memorias que nfio eram maiores do que 512 Kbytes.

3.9 - METODO DO MAPEAMENTO DE POLOS E ZEROS

Este método ¢ de aplicagio muito simples. Consiste em substituir os pdlos e zeros da

funcfo F(s), por pélos e zeros na fungéio F(z) dados pela relacio:

! De facto, um dos exemplos considerados e utilizados para testar alguns dos processos de discretizacfio

apresentados neste trabalho, é um controlador que possui numerador ¢ denominador de ordem 9.
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(s+p) =0 -zz") (3.40)
7 =M’ (3.41)

O mapeamento do plano s para o plano z, é neste método igual ao da transformada z

exacta e ao método de Tustin, Relembramos aqui esse mapeamento:

figura 3.7

Este mapeamento garante a estabilidade da fungfio F(z). O método provoca no entanto
algumas alterag8es na resposta em frequéncia do sistema, nomeadamente no diagrama de

amplitudes. A sua simplicidade € grande argumento a seu favor.



CAPITULO 4

METODOS EM
MALHA FECHADA
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4 - Métodos em Malha Fechada (Closed Loop) |

4.1 INTRODUGAO

Iremos agora apresentar alguns métodos de discretizagdo em malha fechada. Estes
métodos, como foi referido anteriormente, tentam obter um desempenho do sistema
discreto em malha fechada, idéntico ao que possuia o sistema continuo, também em
malha fechada.

Esta abordagem é muito diferente da que utilizam os métodos em malha aberta. De
facto, uma vez que se utiliza o sistema em matha fechada, é necessaria informagfio sobre
a planta o que nfio acontece nos métodos em malha aberta. Cada discretizagfo efectuada,
s6 ¢ valida para o conjunto controlador + planta. Alterando um ou outro, implica refazer
todo o processo de discretizagdio. Nos métodos de malha aberta, uma vez efectuada a
discretizagio, esta mantém-se valida, podendo o controlador discretizado ser utilizado

independentemente da planta’.

Como se referiu, nestes métodos tenta-se obter um desempenho do sistema discreto,
igual ao do sistema continuo. Na prética, esse desempenho pode ser aferido, através da
comparagdo da resposta temporal dos dois sistemas a uma dada entrada’, ou através da
resposta em frequéncié desses dois sistemas.

Iremos de seguida apresentar alguns desses métodos. Porque, ao contrério dos de malha
aberta, nfo terem nomes definidos, iremos apresentar os diferentes métodos com os

nomes dos autores que 0s apresentaram.

4.2 - METODO DE RATTAN

Este autor apresentou em 1984 (ver [14]) um método de discretizagéo, que continua a

ser utilizado como referéncia em diversos estudos sobre o assunto. O método propde

! Pode no entanto acontecer que, com determinada planta, se obtenham melhores resultados utilizando

um determinado método em malha aberta do que com outros.
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calcular o contrelador discreto, através da igualdade das respostas em frequéncia em
malha fechada do sistema discreto e do sistema continuo. A aplicagfo deste método a um

sistema, pressupde a sua representagdo, da forma com se mostra a seguir:

_x® o) | CNTORdor | uy | Plan | c®),
: G G

Feedback

H(s)
figura 4.1 a) - Sistema continuo
T T
1) et) X et | Cﬂﬁgﬁ:f” X zon | v® | Planta |
> D(Z) Gho(s) G(S)
Feedback
H(s)

figura 4.1 b) - Sistema com controlador discreto
Calculando as fungdes de transferéncia em malha fechada dos dois sistemas, continuo e
discreto, e chamando-lhes respectivamente F(s) e Fu(s)?, podemos representa-las pelas

seguintes equacdes:

Go(s)G(s)
1+ G.(s)G(s)H(s)

F(s)= 4.1

! Utiliza-se aqui o mesmo principio dos métodos de resposta invariante, descritos anteriormente.
2 De facto, apesar de o sistema ser actuado por um controlador discreto, a relagfio entre os sinais r(t) e
cq(f) pode ser representada pela sua transformada de Laplace, uma vez que estes dois sinais sdo

continuos no tempo.
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D' (s)Gp.G(s)
1+ D'(s)Gr,GH(s)

Fu(s) = (4.2)

D’(s) ¢ a representagdo, utilizando a transformada de Laplace, do controlador discreto
D(z). A partir destas fungSes de transferéncia em malha fechada, podemos calcular a
resposta em frequéncia, quer do sistema continuo, quer do sistema discreto. Para esse

efeito, Rattan redefine Fy(s) da seguinte forma, a partir de definicio da varidvel z = &

D@){G:wG(s)} 4
1+ D(z){Gn.GH(z)}

Fa(s) = 4.3)

Em que {Gn,GH(z)} = Z{Gn,GH(s)}. Calculando a partir desta expressio, e na forma de

nimero complexo, a resposta em frequéncia de Fy(s), temos:

D(z) _
s=im 1+ D(z)GpGH(z) lz=¢T.z=141

1
An+ jBn= — GrG(s) (4.4)

. 2z n .
Na equagfo anterior, wn = b + (T), com n > 0 e inteiro. Se n = 0, teremos a

componente fundamental da resposta em frequéncia. Se n # 0, temos a contribui¢do de
outros componentes na resposta em frequéncia, devidos precisamente ao fenémeno de

aliasing ja referido anteriormente. No seu artigo, Rattan, apresenta a equagio anterior

L2 wT
i 1+

transposta para o plano w, fazendo w = —waT ¢%° T Da equagfo 4 resulta
) Iy

entfio que o seu Gltimo termo sera dado por:

D(z)
1+ D(2)Gr,GH(z) 12z=+wIR2)(1-WI72)

Ga(w) = 4.5)

1 Uma vez que z é fungo de s, podemos ver a equagiio como fungdo de somente s.
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Relembrando a equagfio 3 e transpondo para o plano w, podemos verificar que:

D@ . G(s)
Wt 14+ D(2)GpGH(z) lz=esT.z=1a1 g ls=jom tanlwrny)
2

Fy(w) = 4.6)

1+

Recordemos que D(z) representa o controlador discreto que se pretende calcular, de
forma a atingir o objectivo de igualar as respostas em frequéncia dos sistemas discreto e

continuo em malha fechada. Definindo esse controlador no dominio w da seguinte forma:

AWE + 8y W~ b taw + g
bWt +b, _ywr -+, +byw +1

D(w) = ,commsn 4.7

temos que serd necessdrio determinar os valores a; € b; que cumpram o objectivo j&
referido. Com as varias férmulas jA4 enunciadas, podemos calcular a resposta em
frequéncia do sistema continuo em matha fechada através de F(s), e calcular algumas das
contribuigdes para a resposta em frequéncia do sistema discreto. Enunciando alguns

desses resultados, temos entdo:
FGY) =FO)|,_ iy rtyrmy = A+ 1B (4.8)

A utilizagfio de y e a sua dependéncia de s, como se enuncia na formula 8, no célculo da
resposta em frequéncia, tem a ver com o facto de o mesmo ser efectuado no plano w'. O
facto de a resposta em frequéncia ser apresentada como um nimero complexo na forma
algébrica, tem a ver com 0 modo como alguns célculos sfo efectuados mais 3 frente.

A resposta em frequéncia do sistema discreto pode também ser calculada a partir da
equagio 6, ficando no entanto essa resposta dependente em parte do controlador

discreto D(z). Representaremos essa parte por X’ +jY’. Temos entfio:

! Rattan defende a utilizagfio deste procedimento, com o argumento de que assim se obtém maior

precisdo na implementagfio numérica do algoritmo.
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K+ + Y1)
I+ X'+jY)(X2+ jY2)

Fd(y) = (4.9)

Facilmente se identificam os diversos factores desta equagdo, definindo (X;4jY)) e
(X21jY2) da seguinte forma:

- iy . W G(s)

XrtjY1= wt lw=iy 5 l|s=iemurlgre) (4.10)
1+—
-2

X2+jj(2 = GuwGHGY) = GGH) |, _ e 1y 4.11)

Se, na equagfio 7, substituirmos w por jy, podemos facilmente demonstrar que X*-HY’

pode ser dado por:
: P+jyQ
Y = .
Y =M (4.12)
com:

P=ay-ay +ag’ -as’+ ... (4.132)
Q=a;-a7 +asy* -any® + ... (4.13b)
L=-by +bgy'-bey’ + ... (4.13¢)
M=b; - byy’ + bsy' - by’ + ... (4.13d)

Como se podem utilizar agora todas estas fungGes que foram definidas? Como
pretendemos igualar as respostas em frequéncia dos sistemas continuo e discreto,

podemos definir um erro entre precisamente entre essa duas respostas:

e(y) = F@y) - FaGy) (4.14)

Este erro ¢ definido somente para um valor especifico de frequéncia y. Alargando esse
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erro a toda uma banda [y; v,], podemos finalmente definir a fungfo erro que sera
minimizada. Essa minimiza¢8o produzird como resultado os valores das constantes a; € b;

com as quais serd possivel implementar o controlador D(z). Temos ent#o o erro:

B= [[fGy)-FGr)fdy (4.15)

y2
Através de alguma manipulagfio matemdtica, consegue-se transformar a equagdo 15.

ja!

E= [[(Ac-Br-gy+@r+Bo-0yldy (4.16)
. y2 ]

d) =PX; - yQY, - (4.17a)

0 =PY, +yQX; (4.17b)

c=1+L+PX;-yQY; 4.17¢)

T=yM+PY; +yQX; | (4.17d)

Repare-se que o erro E depende dos a; e b; através dos factores P, Q, L e M. Efectuando
a diferenciagfo do erro E em ordem aos a; e aos by, e igualando as equagSes resultantes a
zero, obtemos m+n+1 equagdes para m+n+1 incognitas. Rattan efectua todos estes

célculos e apresenta os resultados da seguinte forma.

a0 TO 0 -T2 0 T4 0 . V1 -U2 -V} U4 V5 -U6 - - U0

al 0 12 0 -T4 O T6 - U2 V3 -Us -V5 U6 -VI - Vi

a2 -T2 0 T4 0 ~-T6 0 - -V3 U4 V5 -U6 -VI U§ - U2

a3 6 -T4 0 T6 O —T8 - -U4 -V5 U6 ¥71 -U$ -V8§ .. — V3

1|~ v1 U2 -v3 -U4 V5 U6 - W2 0 -W4 O W6 [ 0 (4.18)
b2 ~-U2 V3 U4 -V5 -U6 V7 - 0 W4 0 -Wé 0 W§ - w2

b3 -¥3 -U4 V5 U6 —-V7 -U8 -« —W4 0. W6 0 -W8 0 - 0

b4 U4 -VS5 -U6 V71 U8 -V9 -~ 0 W6 0 WS 0 -—WI0 - W4

71

Ty = j [(A%+BY(X3 + YD) + (X} + YD) + 2B(X1 Y2 — Xz Y1) ~ 2A(XiXz + Y1Y2) [pdy (4.19)
r1
Uh= [(A?+B)Xz— (AXi+BYi)pdy (4.20)

¥2
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1
Vi= [(A>+BY)Y:+ (BXi-AYi)pdy 4.21)

72

1
Wo= [(A2+BOYpdy @422

¥2

Com estas equagdes, o algoritmo pode ser aplicado a qualquer sistema, calculando-se o

controlador discreto por determinagfio das constantes a; e b;.

4.3 - METODO DE KENNEDY E EVANS

Em 1990 (ver [19]), estes autores apresentaram um método que pretende, segundo os
préprios, ultrapassar algumas das dificuldades que as diferentes técnicas de sintese de
controladores digitais apresentam. Estas técnicas podem dividir-se em trés grandes 4reas

que sdo:

a) Transformagfio de analégico para digital usando métodos em matha aberta
b) Transformaco de analégico para digital usando métodos em matha fechada

¢) Sintese directamente no dominio digital de controladores

Como motivagdo para desenvolverem este novo método, os autores defendem que os
métodos de malha aberta impSem, quase sempre, periodos de amostragem pequenos, por
se perder qualidade no desempenho do sistema quando se tenta aumentar esses tempos.
Estes periodos de amostragem reduzidos, provocam problemas de implementagio
algoritmica em computador, devido ao pouco tempo disponivel para célculo entre
instantes de amostragem. A utilizagio de métodos em malha fechada, com bom
conhecimento da planta a controlar, permite resolver, em parte, esse problema, ja que
esse conhecimento da planta, permite obter maiores periodos de amostragem, sem que
isso provoque perdas no desempenho do sistema.

Conjuntamente com a utilizacio de técnicas de discretizagdo em malha fechada, os
autores propdem usar métodos de sintese directa no dominio digital, tentando assim

obter, de alguma forma, as vantagens de um e de outro processo.
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Para apresentarmos o processo de determina¢io do controlador discreto, convém

estabelecer algumas defini¢des no que diz respeito 4 notagéo utilizada pelos autores.

Em primeiro Iugar, o sistema que os mesmos utilizam no desenvolvimento do seu
método, € apresentado nfio na forma cléssica, como na figura 1, mas sim na forma RST..
Nesta forma, o controlador & definido por trés polinémios, R(z), S(z) € T(z). O dlagrama

de blocos do sistema nesta forma € o seguinte:

T T

X, %% —»@-——' ZOH Py ¥

A

v

S(2)
R(z)

figura 4.2 - mplementagfio na forma RST de um sistema de controlo

' B
Definimos: ainda a fungfo de transferéncia Ag; , como sendo o resultado da
discretizac@o por ZOH da planta P(s).
P
B@ _ ez (S)} (4.23)

A(z)

O polinémio B(z), é ainda definido como sendo o produto de 2 polindmios, sendo entfio:

B(z) = B (2)(B: ByX2) (4.24)
em que By(z) representa os zeros da discretizagio devidos 3 planta e (B; B; X(2),

representa os zeros devidos ao processo de discretizag8o como ZOH. B] representa os
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zeros.com alto amortecimento' e B;(z) os.zeros pouco amortecidos.ou de fase nfo .

Considerando que o sistema contfnuo original tem como fungdo de transferéncia em

Bn
malba. fechada C(s), os- autores definem a fungfio Amg; como sendo resultante da
discretizagdo por ZOH de C(s) ou seja:
Bu(z) C(s)
Y @ (1-z-1)z{ S } (4.25)

Também aqui o polinémio Bum(z) é fraccionado em diversas componentes que passamos

a apresentar ¢ :explicar:
Bu(z) =(8, B.Bo)®) (4.26)

em que B, (z) representa os zeros devidos aos zeros da planta continua P(s)), Be(2) os

zeros devidos aos zeros do controlador continuo e finalmente Be(z) representa os zeros

devidos a discretizagdio com o ZOH da fungio C(s).

Se for calculada a fungfo de transferéncia em Ama]ha fechada do sistema da figura e tendo

em conta as defini¢Ses referidas temos:

B. (B, Bp)T
AR +B:(B;Bp)S

FTMF = 4.27)

Se pretendemos um desempenho idéntico entre este sistema discreto e o sistema

continuo original, podemos expressar isso através da igualdade seguinte:

1 £ Gbvio que este alto amortecimento ser4 sempre relativo
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___BiBBPT _ Bu@ _ BB,
AR+B{(B;Bp)S Aw(z)  Am

(4.28)

Os autores partem entdio desta igualdade para chegarem ao resultado final. No
desenvolvimento que se segue, e a fim de evitarem alguns problemas, introduzem mais
dois polinémios que passamos a descrever. O )primeiro ¢ o polinémio B.(z) que é
introduzido como sendo responsdvel pela introducfio de zeros que evitam o
aparecimento de atrasos na resposta do sistema. Desta forma Be. = (B; B)(z). Um
outro polinémio introduzido é R’(z), que corresponde somente a uma factorizagfio de

R(z) de forma a que R(z) = B; (z) R’(2).

Tendo efectuado todos estes desenvolvimentos, podemos agora efectuar o célculo de

R(2), S(z) e T(z) a partir das seguintes equagdes:

T(z) = (Be B: }(2)Ao(2) (4.29a)
A(Z)R’(z) + (B; Bp)(2)S(2) = Am(2)Ao(2) (4.29b)

Ay(z) € um polinémio observador € que os autores, no exemplo que ilustra o método,
fazem simplesmente igual a 1. Pode no entanto ser necessario aumentar o grau de Ay(z),
segundo os autores, para assegurar que o controlador é causal. De notar que a equagéo
29b ¢ uma equacdo Diofantina.

A possibilidade de selecgdo manual caso a caso, de alguns dos factores envolvidos nos
célculos, permite, por um processo iterativo, tentar diversas solugdes no sentido de

procurar aquela que melhor desempenho produz.

4.4 - METODO DE KELLER E ANDERSON

Este método de discretizagdo, apresentado em 1992 (ver [21]), tem como objectivo, nfio

a obtencdo de um desempenho o mais proximo possivel entre os sistemas continuo e

! Por vezes, para simplificar a expressiio nfo indicamos a dependéncia de z
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discreto, mas conseguir um sistema discretizado, que seja garantidamente estavel. Com
esse intuito, o método fornece como resultados, um limite superior para o periodo de
amostragem por forma a manter a estabilidade no sistema discreto, a0 mesmo tempo que
permite aferir qual a perda no desempenho entre os sistemas continuo e discreto.

A descrigdio deste método é bastante complexa pelo que a iremos apresentar de forma
muito simplificada. Comecemos por definir P(s) como a fungfo de transferéncia da
planta’, C(s) o controlador continuo que ¢ conhecido, Cd(z) € o controlador discreto a
determinar, Fa(s) representa um filtro antialiasing e H(s) representa um retentor de

ordem zero.

Para apresentarem o seu método, comegam por definir o seguinte sistema:

v

P(s)

figura 4.3

Para atingirem os seus objectivos, os autores redesenham o sistema, colocando-o na

seguinte forma:

! Esta planta pode ser multivariavel, de acordo com as definigdes dos autores
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I+PC)'P |

figura 4.4

em que I é a matriz identidade com a dimensfio idéntica ao numero de varidveis da
planta’.

Com base nestes sistemas define-se a fun¢o custo Jc da seguinte forma:
Jo = AQ+PC)'P (4.30)

A minimiza¢do de Jc pode conduzir & determinagfio do controlador discreto Cd(z). De
facto, note-se que este controlador, é o tnico elemento desconhecido que integra a
definicio de Jc. Verifica-se no entanto, segundo os autores, que Jc, ou mais
propriamente || Jc |, € muito dificil de minimizar. Para obviar a este problema,
desenvolvem algumas técnicas, que permitem obter uma aproximagio a Jc, que
denominam Jd. Esta aproximagio devera ser suficientemente valida para que o célculo de
Ci(z) minimize Jd e Jc simultaneamente. Pretende-se contudo que Jd consiga ser
efectivamente minimizado, levando assim ao 6élculo desejado de Cy(z).

Para levar a cabo esta aproximagfo de Jc por Jd, substituir-se-4 os elementos continuos
de que depende o factor Jc, nomeadamente, (I+PC)'P, Fa, H ¢ C por elementos
discretos correspondentes. Na obtengfo destes elementos discretos, admite-se que o
periodo de amostragem a utilizar pode ser arbitrariamente pequeno, desde que seja
submuiltiplo do periodo T;, que se utiliza no controlador Cy(z). Sendo assim, se Jd for
definido do mesmo modo que Jc, mas com elementos discretos, podemos afirmar que Jd
converge para Jc, se o periodo de amostragem que referimos ser arbitrariamente
pequeno, convergir para zero. Podemos entender esta aproximag#o, através das duas

figuras seguintes:

! Relembrar que P(s) pode ser multivaridvel
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u(t) | @+PC)"p v(t) J e p(t) :@ e(t)
Ty
Fa Y cum | 1) ——]
figura 4.5
I iud(kT)
u(t) )f; Wz WlkT) [T D) (D)
Ti >> T, Ty I fqd(kTs)
% Fa —» Cd(Zl) H(Zs) E
_Jd ________________________________
figura 4.6

Na figura 4.6, W(z;) representa a discretizaggo do termo (I+PC)'P, com o periodo de
amostragem T, Todos os termos em que aparece z, correspondem a discretizacBes
efectuadas com o periodo de amostragem T,. De facto o sistema da figura 6 possui dois
periodos de amostragem, T; e Ti, que, como € referido se relacionam por T; >> T,. E este
o facto que se utiliza na definicdo de Jd. Realmente, se T, tender para 0, Jd tende para Jc.
Através de diversas manipulages matematicas, algumas de complexidade aprecidvel, os
autores conseguem definir Jd, de tal maneira que se consegue efectuar a sua minimizag8o

por forma a obter Cy(2).

4.5 - METODO DE BLACKMORE, WILLIAMSON E MAREELS

Este método data de 1994 (ver [24]). Os autores pretendem utilizar técnicas de resposta
invariante juntamente com técnicas em matha fechada. O seu objectivo é obter uma
discretizacfio de forma a que a resposta do sistema discreto a uma determinada entrada,

seja idéntica & resposta do sistema continuo a essa mesma entrada. Como j4 foi referido
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anteriormente, nomeadamente na apresentacio do método' da resposta invariante, a
afericdo da igualdade das respostas dos dois sistemas, s6 pode ser verificada nos
instantes de amostragem. Os autores propdem uma abordagem ligeiramente diferente e
apresentam um meétodo, que permite obter igualdade entre as respostas dos dois
sistemas, nos instantes de amostragem, ou em qualquer instante entre amostragens.

Inicialmente, apresentamos o método, somente para calcular o controlador discreto
Cd(z), que permite minimizar o erro entre a resposta do sistema continuo amostrada a
frequéncia de amostragem e a resposta do sistema discreto, que ja € inerentemente
amostrada. Considerando entdo um sistema do tipo apresentado na figura 7,

pretendemos transformé-lo num sistema do tipo da figura 8.

O,y €, oo o] h Do,
figura 4.7
r(®) O Jap | cw ] oa PO py 2O,
figura 4.8

Para aplicarem o seu método, os autores comegam por apresentar a fungdo custo que

serd minimizada, minimizag8o essa que conduz a obtengéo do controlador Cy(z).

I(Ca@) = F&D -y} (4.31)

y(kT), € a saida amostrada do sistema continuo e §(kT) é a saida do sistema discreto.

Uma vez que o presente método se baseia em técnicas de resposta invariante, &

1 Em malha aberta
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necessario definir a entrada r(t). Essa entrada € devida a resposta impulsional Calculando

a fungdo de transferéncia em malha fechada H(s), do sistema continuo, temos:

__PEICE)
H(s) = I+ PECE) (4.32)
Com esta fungdo podé—se reescrever a fungfo custo que fica:
XCu(@) = [+ P 2)Caz) "' Pr@)Cie) - R @[Re@),  (4.33)

P1(2) corresponde 2 transformagfo invariante a uma entrada ao degrau de P(s), H (z)
representa a transformago invariante ao sinal de referéncia r(t), da fungio H(s), R(z) é
a transformada Z do sinal R(s). 4

Para conseguirem determinar o controlador Cy(z) os autores comegam por obter a

factorizagdo coprima da transformagfo invariante ao degrau de P(s), P (2).

P;(z) = N@M'(2) (4.34)
X @N@+ Y(@M@z) =1 (4.35)

Definem-se a seguir as fungSes S(z) € T(2):

S(z) =N@) X (2)Rx(z)- HE (2)R(2) (4.36)
T(z) = N@M(Z)Rx(z) (4.37)

Estas duas fungdes sdo colocadas na forma de espago de estados, de tal forma que:
[S T] = C(zI-A)'[B1 B2]+[D1 D2], D2 = 0 (4.38)
Definem ainda os autores a fun¢fo Q(z) da seguinte forma:

Q@ = 'F(ZI-A"'BzF)-I(BI-BzDz-lDl)-Dz'lDl (4.39)
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com:
F= (Dsz2+B2TPB2)'1(DZTC+B2TPA)
sendo P dado pela soluggo da equagdo de Riccati:
P = A'PA-(C"D+A"PB,)(D,"D,+B,"PB,) ' (D,’C+B,"PA)+C'C (4.40)

Existem agora todas as fungdes necessérias 4 definicio de Cqy(z), a qual se apresenta a

seguir:
Cd(i) = (X @M@Q@) Y @)-N@Q) (4.41)

Esta ¢, a defini¢do de Cy(z) que garante a minimizac8io da fun¢fio dada pelas equagdes 31
e 33, as quais garantem apenas a igualdade da resposta entre os sistemas discreto e
continuo, nos instantes de amostragem. Se a equagfio de Riccati 4.40, tiver solugio
nula', é apresentado como coroldrio deste método, uma formula para determinacfio de
Cd(z), mais simples e de célculo directo a partir do dados conhecidos do sistema.

Apresentamos a seguir essa formula.

Zr{P(s)C(s)E(s)}

€@ ey r@ *42)
com
R »
%) = 17 PECE) (4.43)

Foi dito na apresentagfio do presente método, que ele garante a igualdade das respostas,
nos instantes de amostragem, ou em qualquer instante entre amostragens. Para obter esse
resultado, € necessario redefinir ligeiramente a fungfo custo, por introducfio da

! Isto ¢ conseguido se R(s) for de grau relativo igual a 1 ¢ P} (2) for assimptoticamente estével e de fase

minima
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transformada z modificada. Fica entdo:

(Co(@), &) = [F&T + &) -ykT+ o) (4.44)

J(Ca@).8) = |1+ PH@)Ce(2) P ()C@IR(D) - V()] (4.45)

Nesta nova definicéio, & é um valor que se situa entre 0 e T (periodo de amostragem),
que permite definir o instante entre amostragens que se deseja estudar. Pr:(z) € a

transformada de P(s) obtida através da resposta invariante modificada ao degrau e
Yr1,£(2) € a transformada z modificada de H(s)R(s).

A aplicagdo que os autores fazem desta técnica na discretizagio de um controlador
continuo especifico, nfio requer o conhecimento do valor & mais apropriado a
discretizagdo. De facto o algoritmo geral consiste em fazer um varrimento de diversos
valores de  entre 0 e T, com um passo apropriado (por exemplo 0.05T ou 0.005T).
Para cada um destes passos, determina-se o valor do controlador Ci(z) e com esse
controlador avalia-se o valor da funcdo custo definida anteriormente’. No final deste
processo, utiliza-se o controlador que produziu o melhor resultado em termos da funcdo
custo.

Note-se que este método produz controladores de ordem bastante elevada. De facto, a
equagdo 4.42 produz uma fungfio de transferéncia de ordem igual & soma do niimero de
polos P(s), com o numero de polos de C(s) e de R(s). Para, a partir deste modelo se

obter outro de ordem mais reduzida, € necessério utilizar técnicas de redugéio de modelo.

! De facto, a avaliagfio da funcfio custo & efectuada ndio apenas no instante definido por &, mas utilizando
uma fungfo custo ligeiramente modificada, que alarga a todo o periodo de amostragem essa avaliaggo.



CAPITULO 5

'APROXIMACAO
LOGARITMICA
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5 - Aproximagédo Logaritmica

5.1 - INTRODUGAO

Apresentamos agora um método de discretizagfio, que parte da aproximacdo das
respostas em frequéncia de um sistema continuo e de um sistema discreto. A obtengdo
do controlador continuo ¢ realizada com um algoritmo de identificagdo de pardmetros
através dos diagramas de Bode, apresentado por Lopes dos Santos e Martins de
Carvalho [30 e 31].

5.2 - DISCRETIZA CAO ATRAVES DA APROXIMACAO ENTRE RESPOSTAS
EM FREQUENCIA EM MALHA ABERTA

Se dois sistemas realimentados tiverem respostas em frequéncia em malha aberta iguais,
as suas caracteristicas de sensibilidade, rejeiciio a perturbages, etc., sdo iguais e, em
certos casos, ¢ mesmo possivel fazer com quer as respostas em frequéncia em malha
fechada dos dois sistemas sejam iguais. Esta constatagio pode-nos levar a fazer o
seguinte raciocinio: se, na banda de frequéncias 0< w < wy em que wy é a frequéncia de
Nyquist, as respostas em malha aberta dos sistemas representados nas figuras 5.1 e 5.2
forem iguais, entdo ambos tém desempenhos idénticos. Este raciocinio baseia-se no facto
de a frequéncia de Nyquist ser superior a largura de banda do ZOH e, normalmente,
muito superior & da planta P(s). Consequentemente, tudo o que se passa a frequéncias

superiores a de Nyquist, nfio tem um peso significativo no desempenho do sistema.

0,y o ) oot | ut) [ planta |0
N G(s) P(s)

figura 5.1 - sistema de controlo continuo
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T T
0, N Y et | Cpondr | Dy | L pas | o)
- D(z)

figura 5.2 - sistema de cbntrolo discreto

Para que os dois sistemas tenham a mesma resposta em frequéncia em malha aberta, tem

que se verificar a seguinte condigfo:

_ G = iw

D(2)l,=ovT = .
o s.1)
definido o conjunto de observagdes
o _GGwg
Y(w) = ZOH(Gw) k=1,..,N | (5.2)

o problema da determinagdio de D(z) pode ser encarado como um problema de
identificagdo paramétrica no dominio das frequéncias, em que Y(wk) constituio
conjunto de observagdes.

Para identificar D(z), existem varios algoritmos mas, como o erro relativo tem uma
importéncia muito grande na robustez do sistema e a minimizagdo dum erro logaritmico
¢ equivalente & dum erro relativo, optamos pelo algoritmo de identificagio paramétrica
no dominio das frequéncias proposto por Lopes dos Santos e Martins de Carvalho [30 e

31]. Deste modo, D(z) seré o controlador que minimiza o critério:

> (1GGw)] - InZOFiGw)| - D)’ (5.3)

k=1

V== Y (nlv(w)| - mpE™))’ =

1
2

N
k=

N |

Como, neste problema, pretendemos calcular um sistema discreto, tivemos que utilizar a

transformagio de Tustin, para termos um problema idéntico ao da determina¢fio dum
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modelo continuo que é o que foi abordado por Lopes dos Santos e Martins e Carvalho.

5.3 - O ALGORITMO DE IDENTIFICACAO DE PARAMETRICA NO DOMINIO
DAS FREQUENCIAS

Falemos agora um pouco sobre o algoritmo de identificagéio utilizado pelo presente
método. E conhecido o efeito que um pélo € um zero t&m, sobre um diagrama de
amplitudes e de fases, de uma resposta em frequéncia. E baseado nesse efeito que o
algoritmo actua. Sendo fornecidos os dados de um diagrama de émpﬁtudes e de fases ao
algoritmo', este comeca por gerar uma fungdo de transferéncia sem pé6los nem zeros.
Comparando sequencialmente os diagramas gerados por esta fungdo, com aqueles que
foram fornecido ao algoritmo, depressa se detectarfio diferencas. Se essa diferenca for
maior que um determinado limiar imposto pelo utilizador, sera introduzido um pdlo ou
um zero ao modelo que estd a ser estimado, conforme a diferenga entre os diagramas €
positiva ou negativa. Reparemos nas figuras seguintes, que procuram explicar as

situagdes de introdugdo de um zero e de um pélo, respectivamente.

|

VAN

Diagrama gerado S Diagrama
pelo modelo i | fornecido ao
estimado 5 algoritmo

W N

figura 5.3 - introdugfo pelo algoritmo de um zero

! Estes dados, podem ser ou experimentais ou, como no caso de aplicacio do nosso método, gerados a

partir de uma funcfio de transferéncia conhecida.
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7/

T~

Diagrama gerado i Diagrama
pelo modelo i | fornecido ao
estimado i algoritmo
| ;
w t

figura 5.3 - introdug#o pelo algoritmo de um pélo

Nos casos apresentados nas figuras anteriores, seria introduzido um zero ou um pélo, a
frequéncia w, se nessa frequéncia fosse ultrapassado o limiar imposto para detecgfio de
uma | raiz. Este procedimento aparentemente tdo simples, tem obviamente que ser
protegido contra a introdugo de raizes em excesso. Outro cuidado a ter, resulta do facto
de, uma elevagio do diagrama de amplitudes, poder ser causada por um zero real, ou por
um par de pélos complexos'. Essa divida pode ser eliminada por andlise do diagrama
das fases. Tddos estes, e outros problemas sdo tidos em conta na implementagfio do
algoritmo.

Os pélos, ou zeros, reais sdo calculados por forma a anular o erro entre os diagramas de
amplitude & frequéncia a que sdo detectados. Os pares de polos e zeros complexos, sdo
calculados por forma a anular simultaneamente os erros entre os diagramas de amplitude
e fase. Sempre que & processada uma nova frequéncia, 0 modelo estimado é optimizado
através dum algoritmo semelhante ao da méxima verosimilhanca recursiva, que €
utilizado para a identificagdo em tempo real de modelos ARMAX, cujas iteracdes
actualizam os parimetros sempre numa direcgfo de descida do valor da fungéo custo.

O resultado obtido nesta primeira fase, é posteriormente refinado, através da
minimizagio do erro médio quadrético, entre o diagrama gerado pelo modelo estimado e
o diagrama fornecido ao algoritmo. Essa minimizagfio, é efectuada utilizando um método
de Newton-Raphson modificado. A tltima versdo deste algoritmo, identifica também
atrasos de transporte, existentes no sistema que gerou os diagramas. Essa identificacéo é

efectuada através de informagao retirada do diagrama das fases.

! Similarmente, uma diminui¢do pode ser causada por um pélo real ou por um par de zeros complexos.
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Em termos gerais, é este o algoritmo utilizado pelo método que descrevemos. Uma
consulta aos artigos em que o mesmo ¢ apresentado, mostra que a sua implementaggo &
um pouco mais complicada, do que se pode deduzir da apresentagdo que aqui € feita do

mesmo.



CAPITULO 6

EXEMPLOS
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6 - Exemplos

6.1 - INTRODUGCAO

Neste capitulo iremos comparar os métodos de discretizago que apresentamos nos

capitulos anteriores, em trés exemplos numéricos.

6.2 - SISTEMAS DE TESTE

Um dos exemplos que vamos apresentar consiste na discretizac¢do dum controlador
projectado para uma planta que é considerado como sendo um “benchmarck”
desenvolvido pelo Laboratério de Controlo Automético de Grenoble (27} e [28)).

Esta planta consiste (ver figura 1) num motor que acciona um veio ligado a um disco.
Uma correia elastica transmite esse movimento a outro veio central. Este veio central,
por sua vez, e também por meio de uma correia eldstica, transmite 0 movimento a um
terceiro veio. Associado a este iltimo veio encontra-se uma carga que pode variar de

peso. Consideramos trés situagGes: vazio; meia carga e plena carga.

Motor |

figura 6.1 - planta do exemplo de Grenoble

O objectivo de controlo desta planta consiste em posicionar a carga numa determinada
posi¢do.. As oscilagdes existentes nas correias eldsticas que fazem a ligagfio dos trés
veios dificultam o controlo. Este sistema, como é 6bvio, nfio funciona do mesmo modo
para valores diferentes da carga nele colocados. Apresentamos a seguir os modelos

identificados para as situagdes de a) vazio; b) meia carga; c) plena carga.
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V 0.28261z + 0.50666
a H(z) = 6.1
) @ 74 —1.4183323 +1.5893922 —1.31608z + 0.88642 ©.1)
0.10276z+0.18123
b H(z) = 6.2
) @ 24 -1.9918523 +2.2026522 —1.84083z + 0.89413 ©.2)
o H(z) - 0.064087z+0.10407 6.3)

z4-2.096723 +2.319622-1.93353z+ 0.87129

Estas fungGes discretas, correspondem aos seguintes modelos ’ continuos, se
considerarmos uma discretizagfio efectuada segundo o processo ZOH, em que as fungdes
H(z) e H(s), se podem identificar na figura 2. |

H(z)

-~ ZOH H(s) -

figura 6.2

0.2826s4 +13.1508s3 + 686.141252 + 154555 +175290

H(s)= 6.4

2) ©) 54 +2.411353+1260.452 +1296.1s + 164660 64
0.1027s4 +5.00853 +343.351552 +3104.25+ 73941

b H(s) = ‘ 6.5

) ® s4+2.238153 +2036.0s2 - 493845 + 102730 ©6.5)

o) = 0-064085% +3,048353 + 141320752 +3205.95-+ 34668 .

©) () = —Z 773755653+ 875174052 19513035 133133 (6.6)

Este sistema serviu de base a um desafio langado pelo laboratério de Grenoble. Foi
pedido a diversos centros de investigagdo ou a investigadores particulares, que
desenvolvessem um controlador para a planta apresentada. Esse controlador teria qﬁe
efectuar o controlo da planta, dentro de diversas especificagdes impostas pelo
laboratério. O laboratério recebeu 8 respostas de outros tantos grupos de investigagio.
Em [27], podemos estudar as diversas propostas e comparar as mesmas entre si. Quase
todos os controladores responderam positivamente a generalidade das especificagdes
impostas. No entanto, s6 um dos controladores ([28] e [29]) verificou todas as
especificagdes. E sobre esse controlador, que iremos efectuar alguns dos testes dos
métodos apresentados neste trabalho. Infelizmente, a capacidade de responder
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positivamente &s diferentes especificagdes, teve como contrapartida um controlador de
ordem bastante elevada. Este facto provocou alguns problemas de implementaggo [27].

Apresentamos a seguir a fun¢do de transferéncia deste controlador.

8gSY + 888 + 8787 + A6S6 + 5SS + A4S4 + 2383 + 8382 + 43S + g

) = S bast - b7 - bess + by byst 2 b5 b, bs. by D
com

as = 2.684 (6.72)

ag = 473.3; by = 267.5978 (6.7b)

a7 =2.543%10% b; =3.1524*10* . (6.7¢)

as = 1.1409*10°% bs = 2.0484*10° (6.7d)

a5 =2.4543*107; bs = 7.928*10 (6.7¢)

as = 3.8265*10% by = 1.8452%10° (6.79)

a3 =2.197*10°; b; = 2.7728*10" (6.7g)

a; = 1.3849%10"; b, = 1.9921*10"! (6.7h)

a1 =-4.1079*10'%; b, = 8.9741*10" (6.71)

2= 9.6116*10"; by = 0.0533 ' (6.73)

Os investigadores que desenvolveram este controlador, produziram inicialmente um
controlador continuo discretizando-o posteriormente, por meio da transformagiio de
Tustin, para ser implementado em computador. Serd este controlador continuo que

servird como exemplo de discretizagdo.

Outros dois sistemas irfio ser utilizados para testar o desempenho dos vérios processos

de discretizagéo. Esses sistemas séo descritos a seguir:

0, ~ O o O g e

v

v

figura 6.3
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sistema 1 sistema 2
Planta Controlador Planta Controlador
863.3 2940s + 86436 10 0.416s5+1
©= €O = s 1200y GO = e+ D )= 01305 +1

O sistema 1 foi proposto por Paul Katz' no seu livro [9], e foi utilizado por diversos
autores. O segundo sistema, é apresentado por Rattan no artigo em que enuncia o seu
método [14]. Todos os métodos de discretizagdo em malha fechada que apresentamos,
utilizam nos seus testes, os sistemas que acabamos de apresentar. Rattan, apresenta o
sistema 1. Kennedy e Eva;ﬁs, efectuam os testes do seu algoritmo com o sistema de Katz.
Keller ¢ Anderson efectuam testes com os dois sistemas. Finalmente Blackmore,
Williamson e Mareels utilizam o sistema proposto por Katz.

Era nosso propésito testar todos os métodos apresentados, nomeadamente os métodos
em malha fechada, com o sistema de Grenoble. Efectivamente a complexidade deste
sistema garantia um estudo bastante valido, capaz de mostrar os pontos fortes e fracos
dos vérios métodos. Para que isso pudesse ser realizado, no entanto, tornava-se
necessério implementar os algoritmos propostos e aplicar esse algoritmos ao sistema
referido. Esta tarefa foi impossivel de realizar, devido a falta de informagiio que por
vezes acompanha a implementagéo de alguns dos passos do algoritmo.

Podemos contudo referir, que o método de Rattan foi implementado totalmente.
Acontece que num dos passos do método, € realizada uma integragfio definida entre dois
limites chamados v; € y2. Uma vez que o autor nunca refere como se devem determinar
esses limites, tornou-se impossivel obter resultados validos com o algoritmo
implementado, apesar de diversos testes terem sido realizados. Para os restantes 3

métodos, nfio dispunhamos de ferramentas que nos permitissem implementé-los.

! Na realidade, o exemplo € devido a dois israelitas referenciados por Paul Katz. Esses israelitas sio
Avner Ben-Zwi e Preiszler, que apresentaram o trabalho a que se refere Katz, no artigo “Comparison of
Discretization Methods™ Rafael, Israel MOD, 1979. Néo foi possivel aceder a este artigo, De qualquer

forma o mesmo & referido por Katz como estando escrito em hebreu
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Face ao exposto, a metodologia de testes adoptada foi a seguinte.

Os métodos de malha aberta podem ser testados em todos os exemplos. Existem no
entanto alguns métodos' que, pela complexidade envolvida, que aumenta
consideravelmente, com a ordem do controlador a discretizar desaconselham a sua
utilizagfio em controladores de ordem elevada. Por este motivo, estes métodos de malha
aberta, serdo testados essencialmente com os sistemas propostos por Katz e Rattan,
podendo nalguns casos ser estendidos os testes ao sistema de Grenoble.

Os testes aos métodos em malha fechada, serfo realizados exclusivamente sobre os
sistemas de Katz e Rattan, uma vez que nos foi impossivel utilizar estes métodos para
obter a discretizagdo do sistema de Grenoble.

Por dltimo, o algoritmo de aproximagio logaritmica, sera testado em todos os exemplos.

Os testes, incidiram essencialmente na comparagfo das respostas ao degrau e das
respostas em frequéncia dos sistemas continuo e discreto. No caso do sistema de
Grenoble, foram efectuados testes, nas 3 situagdes de carga possiveis, ou seja, vazio,

meia carga € plena carga.

Utilizamos, nos testes, e como ja foi referido, os 3 sistemas que descrevemos. Todos os
testes tiveram como suporte o software Matlab, utilizando também o Simulink. As
respostas em frequéncia, bem como os valores de margem de ganho e de fase, foram
calculados no Matlab. As respostas ao degrau foram calculadas quer através do Matlab

quer através do Simulink.

Apresentamos a seguir as fungGes de transferéncia dos trés sistemas discretizados
segundo os diversos métodos em malha aberta apresentados. Uma vez que iremos lidar
com bastantes fun¢Ses de transferéncia, adoptamos uma nomenclatura que permite evitar
algumas confus6es. Todos as fungdes discretizadas tém como nome a letra C, com dois
indices. O primeiro indice indicard o método que foi utilizado, de acordo com a seguinte

tabela:

! Nomeadamente os métodos de Boxer Thaler e Madwed Truxal



tabela 6.1

Método Indice
Euler e
Diferencial d
Tustin t
Boxer Thaler b
Madwed Truxal t
Invariante ao degrau’ s
Mapeamento de pélos e zeros m
Algoritmo de aproximagio | P

. logaritmica

Rattan r
Kennedy e Evans k
Keller e Anderson a
Blackmore, Williamson e Mareels w

O segundo indice indicard o sistema a que se refere a discretizagfio, como se indica

também na tabela que se segue:
tabela 6.2
Sistema Indice
Katz k
Rattan r
Grenoble g

Note-se aqui a auséncia do método dos Elementos Retentores. Ele no entanto esta
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presente porque, no caso de se usar o retentor de ordem zero, que seria o utilizado,

produz um resultado idéntico ao método da Resposta Invariante ao Degrau, sendo este

altimo objecto de estudo neste capitulo.

! No método da resposta invariante, iremos apresentar s6 o caso da resposta invariante ao degran

% Neste indice optamos pela letra s, por ser a primeira letra de “step”.
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Cabera também referir que, como norma na apresenta¢do dos diagramas de Bode dos
vérios sistemas, consideramos como frequéncia mdxima, a frequéncia de Nyquist. Em
~ vez de sobrecarregar um diagrama com as respostas de muitos sistemas com o intuito de
0s comparar, optamos por, para cada método, apresentar um diagrama, com as respostas
do sistema continuo e do mesmo sistema discretizado por esse mesmo método. A
comparagdo entre métodos, terd que ser feita usando as respostas que se encontram em
figuras diferentes.

Torna-se mais facil, em face do software utilizado, apresentar os diagramas de Bode
separados por diagramas de amplitude e de fase. Também por facilidade, nfo
apresentamos em cada gréfico, as unidades dos eixos dos xx e dos yy. Essas unidades
sfo, nos diagramas de amplitude, rads” no eixo dos xx e dB no eixo dos yy. Nos
diagramas de fase, temos graus no eixo dos yy e rads™ no eixo dos xx. Nas respostas ao
degrau, temos obviamente o tempo no eixo dos xx e o valor da saida dos sistemas, no
eixo dos yy.

A :comparagﬁo de resultados ser4 feita 4 medida que os mesmos vdo sendo apresentados

sendo completada no final da apresentacfo de todos os resultados.

A discretizagdo de cada sistema serd seguida dos resultados que a mesma produziu,
comparando-se, como foi dito, as respostas em frequéncia e as respostas ao degrau. Na
obtengdo das respostas ao degrau, utilizaremos o sistema desenvolvido em Simulink, que
apresentamos na figura 6.4.

A perturbagdo apresentada na figura, corresponde a um degrau de dura§éo de 0.5
segundos, introduzido depois de a saida ter estabilizado em relagdo ao degrau inicial.
Para visualizar o efeito da perturbacfo nos dois sistemas, ela é introduzida em instantes
diferentes num e noutro. No exemplo de Katz, a perturbagfo do sistema continuo é feita
em ao fim de um 1s, enquanto que no discreto, € ao fim de 2s. No exemplo de Rattan,
estes tempos passam para 4,5s € 6s, respectivamente. Por fim, no exemplo de Grenoble,
o sistema continuio é perturbado aos 6s € o discreto aos 10s. Consegue-se assim
verificar, a maior ou menor capacidade de reacgfo a este tipo de perturbagéio, dos vérios

sistemas.
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—
Perturbacio

____________________________________ (’: ____-:_)'_-_ ______ Sistema continuo

: | |

I =

i C(s) P(s) M+ i

i Entrada em _ b b O ) E

| degrau — !

! Controlador Planta ;

t

5 L

S H
Perturbagfio -\> i ;@m

——————————————————————————— multiplexador

degrau 70H L

Controlador Planta ,

Sistema com o controlador
__________________________________________________________ ! discretizado

I |
§ Entrada em - ’ @ __ N = _’H- i

Estrutura do programa em Simulink usado para obter a comparagdo das respostas ao degrau

6.3 - DISCRETIZACAO DO SISTEMA DE KATZ

Relembremos o sistema proposto por Paul Katz.

Planta Controlador
863.3 2940s + 86436
G(s) = C(s) =
©="g )= 12047

Seguidamente apresentamos a discretizagfio deste sistema utilizando o periodo de
amostragem T = 0.030s'. Podemos ver em [9], que a largura de banda deste sistema é de
aproximadamente 8Hz. Como a frequéncia de amostragem ¢é 33,33Hz, nfio se cumpre
aqui a regra enunciada no final do ponto 7 do capitulo 2. Refere-se nesse ponto que,
como regra, devemos ter uma frequéncia de amostragem, no minimo, 10 vezes superior &
largura de banda do sistema. O facto de nfo cumprirmos esta regra &, decerto,
responsavel pela instabilidade que alguns métodos em matha aberta, que normalmente
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produzem sistemas discretos estdveis, apresentam.

Nem sempre os métodos de discretizagfio preservam o ganho DC do sistema inicial. Na
apresentacdio dos diversos resultados, optamos por apresentar os resultados que o
metodo produz, colocando a parte o ganho necessrio para igualar o valor do ganho DC

do sistema discreto, com o valor do sistema continuo.

6.3.1 - Discretizagiio pelo método de Euler

8.2z 104076
z2+15.64z+61.1524

Cul(z) = (6.8)

Este método transforma o controlador continuo, num controlador discreto com fungéo
de transferéncia instivel. Uma vez que o objectivo deste trabalho se debruga mais sobre a
comparagio dos resultados, do que sobre os motivos que levam um ou outro método a
causar instabilidade, ndo faremos grandes anlises aos casos em que isso aconteca. Neste

caso, porém, ¢ ficil constatar que o fun¢do dada, possui raizes instaveis.

6.3.2 - Discretizagio pelo método diferencial

0.8341z2 + 09146z
z2-020372z+0.0104

Ca(z) = (6.9)

Também aqui temos um sistema que fica instével depois da discretizagio. Esse facto, no
entanto, € algo estranho neste método, uma vez que, A partida, o mesmo garante
estabilidade’, pelo mapeamento entre os planos s e z que impde. O alto valor para o

tempo de amostragem pode ser a justificag@io para este resultado

6.3.3 - Discretizacio pelo método de Tustin

2171222 +13290z — 0.8423
z2+12606z + 03973

Cul2) = (6.10)

! Este ¢ o periodo de amostragem proposto pelo autor.
% Esta estabilidade garantida, é somente em matha aberta.
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Este método tem um comportamento razoavel, como seria de esperar. Mantendo as
margens de ganho e de fase do sistema original, tem uma resposta em frequéncia
relativamente préxima do sistema continuo. A resposta ao degrau, apesar de um regime
transitério bastante oscilatério, com um overshoot consideravel, é estdvel, mesmo que
seja com um tempo de estabelecimento cerca do dobro do sistema continuo. Também

aqui, a redugfio do tempo de amostragem traria resultados, certamente melhores.

5

) - s
10 10 10 10

figura 6.5 - diagramas de amplitude

50
Or \
continuo
-50
-100L 3 3 3
10 10 10 10

figura 6.6 - diagramas de fase
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25

continuo discreto

. figura 6.7 - resposta ao degrau

_ 6.3.4 - Discretizagiio pelo método de Boxer Thaler

1.000422 - 1.9998z + 0.9994
z2-19998z + 0.9998

Co(2) = 6.11)

Este método, como o préximo, produziu um controlador com fungio de transferéncia
instavel. De facto, os zeros e os pélos encontram-se muito préximos uns dos outros e no

limiar do circulo unitério.

6.3.5 - Discretizacio pelo método de Madwed Truxal

Se apresentarmos as constante de Ci(z), com apenas 4 digitos de precisfio, temos uma
fungfo igual a obtida pelo método de Boxer Thaler.

1.0004z2 — 1.9998z + 0.9994
22 —1.9998z + 0.9998

Cul2) = (6.12)

6.3.6 - Discretizacio pelo método da resposta invariante ao degrau
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1.0116z-0.0119
z2-0.0003

Cu(2) = (6.13)

Este método, provoca uma margem de ganho negativa no sistema em matha fechada,

tornando-o instavel.

6.3.7 - Discretizagiio pelo método de mapeamento de pélos e zeros.

17058z — 0.7061
z2-00003z+2.183*10-8

Cuil(2) = (6.14)

Neste caso, também acontece instabilidade do sistema discreto em malha fechada, apesar
de ndo haver introdugfio de raizes instdveis pelo controlador.

Nestes quatro tltimos métodos, o longo tempo de émostragem, certamente sera, em
~ parte, responsavel pela instabilidade que todos eles provocam no sistema discreto em
malha fechada.

6.3.8 - Discretizaciio pelo Algoritmo de aproximaciio logaritmica

2.165z-0.8181
z+0.3469

Col(2) = (6.15)

12}

10

4 continuo ||

o

figura 6.8 - diagrama das amplitudes dos dois sistemas
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50 L3
continuo |
401 /

201

101

L Y s
10 10 10 10

figura 6.9 - diagrama das fases

Quanto as margens de ganho e de fase dos dois controladores, temos que no controlador
~ continuo a margem de ganho & infinita e a margem de fase ¢ de 101 graus, a frequéncia
de 2910 rads™. No controlador discreto, quer a margem de ganho quer a margem de
faSe, sdo infinitas.

25

continuo discreto

figura 6.10 - respostas ao degrau dos dois sistemas

Neste caso, a discretizagdo com o algoritmo de aproximagfo logaritmica, apesar de
manter, no intervalo de Nyquist, as respostas em, frequéncia bastante semelhantes,

provoca um desempenho pior na resposta ao degrau. E claro o maior overshoot do



sistema discreto, bem como
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a existéncia de muito mais oscilagdes. A redugfio do tempo

de amostragem, bem como a utilizagsio de um limiar de detec¢do de raizes no algoritmo,

mais pequeno certamente traria melhor desempenho a este método.

6.3.9 - Discretizacido de Rattan

Este sistema nfio foi discretizado por Rattan,

6.3.10 - Discretiza¢iio de Kennedy e Evans

Estes autores aplicaram o seu método a este sistema, obtendo o seguinte resultado, que

lembramos, tem a implementacio apresentada na figura 2 do capitulo “Discretizagdo em

| Malha Fechada”. Temos entfo:

R(z) =22+1.1773z + 0.7418 ' (6.16)

S(z) =2.6403z - 1.8714 6.17)

T(z) = 1.308422 - 0.5390z - 0.0007 (6.18)
16| continuo , discreto

1.2

1

08

“ﬁ/ — |

v 1%

08

0.4

0.2

o]

o]

figura 6.11 - resposta ao degrau

Este método, por ser em malha fechada, tem um desempenho nitidamente superior a

todos os outros apresentados. A diferenga entre as respostas do sistema discretizado e
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do sistema continuo, resume-se praticamente a um atraso do primeiro relativamente ao
segundo. Esse atraso, é bastante pequeno, se comparado com o periodo de amostragem.
Por ser implementado na forma RST, nfio apresentamos a resposta em frequéncia do

controlador.

6.3.11 - Discretizacdo de Keller ¢ Anderson

A fungo de transferéncia obtido por este método, é a seguinte:

141122 — 08611z — 0.09555
22 + 02837z + 0.01859

Ca(2) = (6.19)

De modo semelhante ao método anterior, também este apresenta resultados bastante

satisfatorios. Vejamos as respostas em frequéncia e a resposta ao degrau.

35

3 continuo
250 \

2]

1.5

' 3 3
10 10 10 10

figura 6.12 - diagramas de amplitude
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60
50 — ]
continuo
40 /
30
20
101
T 7 +
10 10 10 10
figura 6.13 - diagramas de fase
18| continuo | __ discreto

tal /

14]

Yol

06

0.4

0.2

figura 6.14 - resposta ao degrau
Neste caso, apesar de os diagramas de amplitude e fase diferirem um pouco
relativamente ao sistema continuo temos, como foi referido, uma resposta ao degrau

satisfatéria, ainda que com um overshoot pior que o da resposta obtida por Kennedy e

Evans.

6.3.12 - Discretizacdo de Blackmore, Williamson e Mareels

Este método fornece o seguinte resultado:
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151122 - 2160z + 0.609
z2-0225z-0306

Cuil2) = (6.20)

20

continuo

10

-10L

=30 5 4
10 10 10 10

figura 6.15 - diagramas de amplitude

100

discreto

/

10 10' 10 10

figura 6.16 - diagramas de fase
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16 | continuo , discreto

0.2

figura 6.17 - resposta ao degrau

Em termos de desempenho, este método comporta-se de forma semelhante ao anterior.
De facto, em ambos os casos, as respostas em frequéncia dos sistemas continuo e
discreto, sdo bastante diferentes, conseguindo o método respostas ao degrau bastante
proximas da do sistema continuo.

Este método estard entre o de Kennedy e o de Keller, no que diz respeito ao desempenho
na resposta ao degrau. Do mesmo modo que esses dois, a resposta do sistema discreto

apresenta um atraso, ndo muito significativo em termos do periodo de amostragem.

Em todas as respostas ao degrau apresentadas neste método, podemos observar que
existe uma reacgo, a perturbagfo introduzida na saida. Essa reacgfio é bastante pior nos
métodos em malha aberta. Mesmo o método de aproximagiio logaritmica tem, neste
ponto, um desempenho bastante fraco. Nos métodos em malha fechada, o pico de
reacgfio a perturbagdio € bastante elevado, mas essa perturbagfio € anulada muito mais

rapidamente do que nos métodos de malha aberta.

6.4 - DISCRETIZACAO DO SISTEMA DE RATTAN

Rattan apresentou o seguinte sistema
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Planta Controlador
10 0.416s+1
)= Ss+1) C®) = 0139541

Este sistema ¢ bastante mais simples do que o apresentado por Katz.. Neste caso,
certamente os diversos métodos apresentam desempenhos mais préximos uns dos outros.
O periodo de amostragem a utilizar neste caso é T = 0.15.

As margens de ganho e de fase do controlador continuo, sio ambas infinito. Este factor,
devido talvez 4 simplicidade do sistema, é mantido por todos os métodos. S6 o método
da resposta invariante, produz uma resposta instavel. Neste caso, a frequéncia de
amostragem proposta por Rattan, cumpre os limites enunciados no ponto 7 do capitulo
2. De facto, a largura de banda do sistema em malha fechada ronda os 0.6Hz. Como a

frequéncia de amostragem ¢ de 6.66Hz, estamos no limiar minimo de 10 vezes a largura

- de banda.

6.4.1 - Discretizacio pelo método de Euler

2.993z - 18635
z+01295

Cer(Z) = (6.2 1)

16°

figura 6.18 - diagramas de amplitude
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I discreto[ |

10

1 10! 17

figura 6.19 - diagrama de fases

18| continuo | discreto

/ 1

Patin. N

figura 6.20 - resposta ao degrau

Os diagramas de amplitude e de fase, apresentam algumas diferengas apreciaveis. Na
resposta ao degrau, a resposta mantém-se estavel mas perde qualidade, apresentando um

overshoot bastante maior no sistema discreto.

6.4.2 - Discretizacfio pelo método diferencial

19359z + 14055
z-04696

Cal(2) = (6.22)



3
continuo
25| ~
2|
1.5}
1 i \
10" 1° 10'

100

figura 6.21 -diagrama de amplitudes

30

251

151

101

figura 6.22 - diagrama de fase

88
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16| continuo | discreto

oy /A

12

0.8

086

0.4}

0.2]

- figura 6.23 - resposta ao degrau

Este método tem, a todos os niveis, um desempenho pior, relativamente ao método

~ anterior.

6.4.3 - Discretizagiio pelo método de Tustin

22944713559
z—02991

Cu(z) (6.23)

discreto

151 \

101

-10 1 5 1 <
10 10 10 10

figura 6.24 - diagrama de amplitudes
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70

discreto
\

10 10" 10 10

figura 6.25 - diagrama de fase

18| continuo 1 discreto

/ ‘

161

141

12

0.8)

061

0.4

02

figura 6.26 - resposta ao degrau

Apesar de, os sistemas discreto e continuo, nestes caso, apresentarem respostas em
frequéncia muito similares, temos uma resposta ao degrau do sistema discreto, pior do
que o método de Euler, que apresenta diagramas de amplitude e fase menos similares,

quando comparados com o presente método.

6.4.4 - Discretizagfio pelo método de Boxer Thaler

Uma vez que a fungfo a discretizar € de ordem 1, os métodos de Boxer Thaler e

Madwed Truxal, produzirfio os mesmos resultados que o método de Tustin.
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2.2944z—13559
z~-0.2991

Cl2) = (6.24)

6.4.5 - Discretizagfio pelo método de Madwed Truxal

22944z -13559
z—-02991

Cul(2) = (6.25)

6.4.6 - Discretizagfio pelo método da resposta invariante ao degrau

2.9928z -2.3327
z-0.3399

Cul(z) = (6.26)

12

discreto
\

100

figura 6.27 - diagrama de amplitudes
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40

discreto
~

101

10" 10 10 10

- figura 6.28 - diagrama de fases

18| continuo ~—| discreto

/ '

1.6,

141

120

08p

0.6

.41

0.2

figura 6.29 - resposta ao degrau

6.4.7 - Discretizagio pelo método de mapeamento de pélos e zeros.

_ 21806z -15204
z-0.3399

Conl2) (6.27)
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3
continuo |—
25
21
1.5
1 L .
10" 10° 10' 16

figura 6.30 - diagramas de amplitude

30

25

151

101

16°

figura 6.31 - diagramas de fase
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- figura 6.32 - resposta ao degrau

Este método, tem um desempenho muito similar a0 método de Tustin. Os diagramas de

amplitude e de fase, dos sistemas continuo e discreto sio muito parecidos, existindo no

entanto uma diferenga considerével, com uma clara perda de desempenho do sistema

discreto, relativamente ao continuo.

6.4.8 - Discretizacio pelo Algoritmo de aproximacio logaritmica

25297z -1.6131
z-0.0836

Coul(2) = (6.28)

3.5

25

15

l discreto |

\

16" 16‘ 10

figura 6.33 - diagramas de amplitudes
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40

discreto

Te——

figura 6.34 - diagramas de fase

18| continuo _| discreto
%
4 5 8 10

figura 6.35 - resposta ao degrau

Este algoritmo, apesar de tentar uma equivaléncia entre as respostas em frequéncia do
sistema continuo e discreto, nfio obtém neste exemplo, resultados bons a esse nivel. Sdo
de facto visiveis as diferengas entre os diagramas e amplitude e fase deste sistema. Seria
necessario reduzir o limiar de detecgdo de raizes, na aplicagiio do método, apesar de isso
ter como resultado um aumento da ordem do modelo. Na resposta ao degrau, consegue

um desempenho que s6 € pior que o método de Euler.
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6.4.9 - Discretizacio de Rattan

3436z ~2191
- 20T LT 6.29
Cl2) = = 330 (6.29)

sl discreto

10 10 10' 16

50

16

figura 6.37 - diagrama de fases
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18__| continuo _| discreto

141

12

08 \/

0.8

04

0.2

+ figura 6.38 - resposta ao degrau

O desempenho apresentado por este método, nfio nos parece muito satisfatério. Uma vez
que é um método em malba fechada, que se apresenta como tentando igualar as
respostas em frequéncia devia apresentar resultados, a esse nivel, melhores que os
métodos anteriores. Talvez, & semelhanca do método anterior, as suas qualidades s6 se
notem em sistemas mais complexos. Infelizmente, como foi j4 referido anteriormente,
nfo nos foi possivel implementar este método, pelo que ndo é possivel testar o seu

desempenho na discretizagdo de outros controladores mais complexos.

~ 6.4.10 - Discretizacdio de Kennedy ¢ Evans
Kennedy e Evans nélo efectuam a discretizagio do sistema proposto por Rattan
6.4.11 - Discretizacfio de Keller e Anderson

Estes autores, apresentam uma discretizacéio do sistema de Rattan, a uma frequéncia de
amostragem um pouco diferente da usada pelos outros métodos. Neste caso foi utilizado

T = 0.157. O resultado foi o seguinte:

G () 2892622~ 156407~ 03447
(D 5 102883+ 00047

(6.30)
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discreto
151 \

10" 10’ 10" 16°

figura 6.39 - diagrama de amplitudes

50

10f

/

discreto

'10 1 1
10" 10’ 10' 16°

figura 6.40 - diagrama de fases
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18| continuo | discreto
16 \ / |
14 ]
]/ }
2 4 3 ) 10

- figura 6.41 - resposta ao degrau

Este método produz uma resposta ao degrau praticamente idéntica 4 do sistema
continuo. Acontece porém que, a resposta & perturbagfio é muito pior neste caso que em
qualquer dos outros. Este facto indicia que a utilizacdo deste controlador em termos
préticos pode ser posta em causa. Ndo esquecer que se trata de um método em malha
fechada.

6.4.12 - Discretizacio de Blackmore, Williamson e Mareels

Também este autores néo aplicaram o seu método ao sistema de Rattan

A reacglo a perturbag8o neste exemplo, tem um comentério muito parecido ao que foi
feito para o exemplo de Katz. Neste caso, contudo, o melhor desempenho que os
métodos em malha fechada produzem, traduz-se quase s6 por um pico menor nessa

perturbagéo

6.5 - DISCRETIZACAO DO SISTEMA DE GRENOBLE

O controlador, neste exemplo, ¢ dado pela equaggio 7, que repetimos aqui:
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Q989 + a3S8 + 8787 + A6S6 + AsST + 8454 + 8383 + @S2 + A;S + g

= $9 + bgS8 + b;S7 + bss6 + bsss + byst + bss3+ bys2 + bys+ by
com
ay = 2.684 (6.31a)
ag = 473.3; by = 267.5978 (6.31b)
a7 =2.543*10%; b; = 3.1524*10* (6.31c)
as = 1.1409*10°%; bs = 2.0484*10° (6.31d)
as = 2.4543*107; bs = 7.928*10’ (6.31¢)
as = 3.8265%10%; b, = 1.8452*10° (6.319)
a; = 2.197*%10°; b; = 2.7728*10"° - (6.31g)
a, = 1.3849*10'%; b, = 1.9921*10"! (6.31h)
a; =-4.1079%*10'% b, = 8.9741*10"! (6.31)
ap = 9.6116%10"; by = 0.0533 (6.31j)

Pela complexidade deste controlador, nfio iremos apresentar a discretizagio do mesmo
pelos métodos de Boxer Thaler e Madwed Truxal. O periodo de amostragem a utilizar
nas discretizagSes seguintes e T = 0.05s, visto que este é o periodo de amostragem
utilizado no controlo real da planta de Grenoble.

~ 6.5.1 - Discretizacfio pelo método de Euler

8970 + 8gZ8 + A7Z7 + AGZ6 + AsZ5 + Q474 + BZ3 + ApZ2 + A1 Z + Ay

el = s b2+ 1727+ bz + bz + bazs « bz - by s bz b
com

a0 = 2.684 (6.322)

as = -0.491; by = 4.38 (6.32b)

a7=29.12; b, = 7.771 (6.32¢)

a5 = 134.8; bg = -4.983 (6.32d)

a5 = -354.3; bs = -9.064 (6.32¢)

a, = 585; by = -7.883 (6.32f)

a; =-637; bs = 53.83 (6.32g)

2 =461.5; by =-115 (6.32h)

a;=-207.4;b,=111.9 (6.321)
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ao = 46.18; by = -41.93 (6.32j)

Este método, produz resultados instéveis, por introduzir algumas raizes fora do circulo

unitario.

6.5.2 - Discretizac¢io pelo método diferencial

Q970 + AgZ8 + A7Z7 + Q62O + AsZ5 + AYZ4 + 8323 + Y72 + AZ + Ap

Caels) = 29+ bgZ8 + byZ7 + bgz6 + bsz5 + byzt + 373 + 22 + byz + by
com

as = 0.2636 (6.33a)

ag=-13838; by =-4.4411 (6.33b)

a; =3.1678; b; = 7.5737 (6.33¢)

as = -4.1644; bs = -7.8766 (6.33d)

as = 3.4783; bs = 5.1443 (6.33¢)

a¢ = -1.9239; by = -2.1901 (6.33f)

a; = 0.7084; bs = 0.6079 (6.33g)

a; =-0.1678; b, =-0.1065 (6.33h)

a1 = 0.0230; by = 0.0107 (6.33i)

a0 = -0.0013; by = -0.0005 (6.33))

Também este método, produz resultados instaveis.

6.5.3 - Discretizac¢io pelo método de Tustin

BZ0 + QgZ8 + 8727 + 86765 + A5TS + AZ4 + Q373 + Ay7? + AZ + Ag

CelS) = o bzt b b6z + b5z + byzt + byz3 + byz2 + bz + by
com
as = 0.5337 (6.34a)
ag = -2.092; bg = -2.025 (6.34b)
a7 =3.501;b;=1.235 (6.34¢)
as =-3.39; b =-0.1184 (6.344d)

as = 2.148; bs = -0.08588 (6.34¢)
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a, = -0.7674; by = -0.03914 (6.34f)
a; = -0.1012; bs = 0.06095 (6.34g)
2, =0.319; b, = -0.008905 - (6.34h)
a; =-0.1755; by = -0.0131 (6.34)
80 = 0.04107; by = -0.00554 (6.34))
10 .
5| T~/

-10L

10° 10 10

figura 6.42 - diagramas de amplitude

-100

-150|

-2501

10° 10 10

figura 6.43 - diagramas de fase
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15| continuo discreto
0.5 ]
0 . |
05 s
0 5 10 15

figura 6.44 - resposta ao degrau do sistema vazio

16| continuo discreto

| AL

figura 6.45 - resposta ao degrau do sistema com meia carga



figura 6.46 - resposta ao degrau do sistema com plena carga

16__| continuo discreto

vl
N
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Este método produz resultados aceitdveis, quer ao nivel da resposta em frequéncia, quer

ao nivel das respostas ao degrau nos 3 casos apresentados. A resposta a perturbaggio &

satisfatéria, apesar de, naturalmente se deteriorar com o aumento de carga na planta.

6.5.4 - Discretiza¢io pelo método da resposta invariante ao degrau

com

Cufs) =

8970 + 8578 + 8727 + 8676 + 8575 + A4Z} + BZP + T2 + A1Z + By

79 + bgz8 + byZ7 + bgz6 + bsz5 + byzt + bsz3 + byz2 + bz + by

ay = 2.684

ag = -10.69; bs = -2.9732

a7 =17.74; b; = 3.5992
as =-16.12; bs = -2.3332

as = 8.888; bs = 0.8697
ag = -3.077; by = -0.1603
a3 = 0.6469; b; =-0.0007

a; =-0.08651; b, =--0.0016
a; =0.01819; b, =0
ap =-0.0004795; b, =0

(6.352)
(6.35b)
(6.35¢)
(6.35d)
(6.35¢)
(6.359)
(6.35g)
(6.35h)
(6.351)
(6.359)
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Este método produz raizes instaveis.

6.5.5 - Discretizaciio pelo método de mapeamento de pélos e zeros.

Q970 + AgZ8 + 727 + A6Z6 + BZS + AuZd + 8373 + ByZ2 + AYZ + Ay

CoelS) = o byz + by + bzt + bazs byzh + byz s .27 + bz by
com

ag = 0.2755 . (6.362)
ag = -1.1032; by = -2.9732 (6.36b)
a; = 1.8481; b; = 3.5992 (6.36¢)
as = -1.7493; bs = -2.3332 (6.36d)
as = 1.1390; bs = 0.8697 (6.36¢)
as = -0.6160; by = -0.1603 ' (6.369)
a3 = 0.2952; bs = -0.0007 (6.36)
a, = -0.1027; b, = -0.0016 (6.36h)
a; = 0.0194; b, = 8.6*10° (6.36i)
a0 = -4.04*107; by = -1.54*10° (6.36))

5

continuo :
o —
5
10]

figura 6.47 - diagramas de amplitude
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-100
-150¢ continuo
200
-250(
-300
-350
-400 .
10° 10" 10°
* figura 6.48 - diagramas de fase
15__| continuo discreto
0.5
0
0.5 .
0 5 10 15

figura 6.49 - resposta ao degrau do sistema vazio
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16| continuo discreto

P A
08}
0.6
0.4
0.2 A
[

02
0 5 10 » 15

figura 6.50 - resposta ao degrau do sistema com meia carga

16| continuo discreto

: >ﬂ/ N

| 0.8
0.8]
0.4}
02

0

0.2
0 5 10 15

figura 6.51 - resposta ao degrau do sistema com plena carga

Os diagramas de amplitude e fase, sfo similares aos do método de Tustin, apesar de
haver maior discrepéncia no diagrama de fases no presente método. No que diz respeito
as respostas ao degrau, nas plantas vazio e com plena carga, o desempenho é semelhante

ao método de Tustin. Na planta vazio total, existe um desempenho claramente pior.

6.5.6 - Discretizacdo pelo Algoritmo de aproximacio logaritmica

030323 -0.7163z2 + 03821z + 0.105
z3-04786—0.6662z + 0.1448

Cp(2) = (6.37)
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15, ~

05

figura 6.52 - diagramas de amplitude

-100

150

2501

10 10 10

figura 6.53 - diagramas de fase
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discreto

0.5
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figura 6.54 - resposta ao degrau do sistema vazio
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figura 6.55 - resposta ao degrau do sistema com meia carga
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16| continuo discreto

v

1.4

1.2

0.8l

06,

04

021

figura 6.56 - resposta ao degrau do sistema com plena carga

Mais uma vez podemos repetir o comentdrio sobre a reac¢fio a perturbagdio dos varios
controladores.

Um aspecto que todos os métodos apresentam neste exemplo, tem a ver com a existéncia
de uma resposta inversa ao degrau, com picos negativos. Estes picos, no sistema em
vazio, atingem valores significativos, sendo o método de mapeamento de pélos e zeros
que apresenta o maior pico. O método de aproximagfio logaritmica, talvez devido a
redugdo de modelo conseguida, nfio apresenta resultados muito bons neste aspecto,

ficando até aquém dos métodos em malha aberta.

6.5 - COMPARACAO GERAL DOS RESULTADOS

A comparagio dos resultados tem necessariamente que separar os métodos em malha
aberta dos métodos em malha fechada. Ao introduzir este ponto, convém relembrar que
o algoritmo de aproximag@io logaritmica, é de facto um método em malha aberta.
Nenhuma informacfio sobre a planta € utilizada na discretizagio do controlador. Dado
este facto, este é sem diivida o método que melhor resultado apresenta, ao conseguir
com o sistema de Grenoble, um Optimo desempenho, utilizando um controlador de
ordem 3, contra o controlador de ordem 9 original. E verdade que nos outros dois

sistemas testados, o desempenho deste método nfio difere muito dos obtidos pelos
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restantes métodos de malba aberta, ficando até aquém dos obtidos pelos métodos de
malha fechada. Seria realmente interessante, implementar os métodos em malba fechada,
¢ testar os seus resultados com o sistema de G*renoble.‘ Pensamos, contudo, que de
acordo com as técnicas utilizadas pelos diferentes métodos, dificilmente os mesmo
produzirdo controladores discretizados, de grau muito menor que o controlador
continuo. Obviamente que os métodos em malha fechada poderfio produzir
controladores com um desempenho melhor que o obtido com o algoritmo de
aproximagio logaritmica. Isso é de esperar , quando se utilizam métodos em matha
fechada, contra métodos em malha aberta.

Quanto & comparagdo dos métodos em malha aberta entre si, 0 método de Tustin é
obviamente aquele que produz melhores resultados. De salientar a nfo obtencfio de
resultados estaveis em quaiquer das plantas com os métodos de Boxer Thaler e Madwed
Truxal. Também o método da resposta invariante ao degrau, nfio produziu resultados
aceitaveis. O método de mapeamento de pdlos e zeros, produziu resultados bastante
aceitaveis, ainda que ndo melhores que o método de Tustin.

Verifica-se claramente, que os métodos mais simples nfio conseguem produzir resultados
validos, quando o controlador se torna mais complicado. O método de Tustin, mesmo no
sistema de Grenoble, tem um desempenho bastante satisfatério.

Se se pretender uma comparagéo complexidade/desempenho, pensamos que o método de
Tustin é realmente aquele que se impde, apesar de globalmente, e como ja dissemos, o
algoritmo de aproximacgo logaritmica, mostrar, no sistema de Grenoble, um desempenho

excelente.
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CONCLUSOES
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7 - Conclusodes

A investiga¢do levada a cabo ao longo deste trabalho, nomeadamente na busca de
apresentacGes, sobre a discretizagio de fungdes de transferéncia continuas, mostra que
esse assunto ¢ ainda alvo estudo. Relativamente ao referido no capitulo 2.4, vemos assim
que se investe ainda tempo na obtengdio de representagSes discretas a partir de
representacdes continuas.
Cabe aqui, referir um dado que a nosso ver pode ser indicador do “status quo™ nesta
drea. Ao desafio do centro de investigagio de Grenoble, referido no capitulo 6.1,
responderam 8 autores, usando diferentes metodologias no desenvolvimento dos
controladores que apreséntam. S6 dois desses autores utilizaram técnicas de
desenvolvimento no dominio continuo, efectuando posteriormente a discretizaggo dos
controladores obtidos, com vista 4 sua implementac8o pratica. Todos os outros métodos
partiram de técnicas de desenvolvimento no dominio discreto. Acontece que, foi
precisamente um desses dois autores [29] que obteve o melhor resultado, no conjunto
das 8 propostas apresentadas. Este resultado, a nosso ver, confirma a ideia, apresentada
no jé referido capitulo 2.4, que refere que, existe uma maior compreensio de um sistema
fisico através da sua representacdio continua, do que através da sua representagdo
discreta. Este factor, permite o desenvolvimento de controladores com bastante
qualidade. Por tudo isto, sfio e serdio sempre muito importantes, na nossa opinio, 0s
processos de discretizagfio. Esta € uma das conclusfio que podemos tirar no final deste
trabalho.
Relativamente ao estudo dos diferentes métodos estudados trés pontos principais, podem
resumir as conclusdes do trabatho. '
1. Nos métodos de malha aberta, o de Tustin distingue-se dos restantes, pelos
desempenhos que consegue obter, sendo apesar de tudo, um método bastante simples.
E este, claramente, o melhor dos métodos em malha aberta, deixando de fora para ji o
da Aproximagfo Logaritmica, analisado mais a frente.
2. Os métodos em malha fechada, devido & complexidade que envolvem, tem uma
utilizagfio bastante dificil. E no entanto claro, o melhor desempenho que obtém, face
aos métodos em malha aberta. Um dos factores a favor deste métodos, que pode ter

bastante peso, na utilizacfio que se faca, ou nfo deles, € a redugfio da frequéncia de
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amostragem que conseguem, sem que o desempenho se ressinta desse facto.
Conforme referem os autores, em muitos casos, € possivel a redugdo da frequéncia de
amostragem por um factor de 10. Quando for necessdrio reduzir a frequéncia de
amostragem, ou o se o sistema a discretizar for complexo, pode valer a pena utilizar
um método em malha fechada, em vez de um método em malha aberta.

3. O terceiro ponto tem a ver com o método de aproximagfio logaritmica, apresentado
neste trabalho. Tem um desempenho equivalente ao de Tustin e € surpreendente a
reducdo da ordem modelo efectuada na discretizak;ﬁo do sistema de Grenoble.
Conseguiu reduzir a ordem do modelo de 9 para 3. Um facto muito significativo, se

pensarmos numa implementag#o pratica do controlador.

Globalmente, convém referir mais alguns aspectos.

A ndo implementacdo dos métodos em malha fechada, impediu a aplicagdo desses
métodos no sistema de Grenoble. Como foi no entanto referido no trabalho, pensamos
que, devido as técnicas utilizadas, esses métodos dificilmente conseguirfio uma redugio
da ordem do modelo, como a obtida pelo método de aproximacfo logaritmica. Serd nd
entanto um trabalho futuro a realizar, no sentido de confirmar as qualidades deste
método.

Existem ainda outros aspectos, nfo abordados neste trabalho, que podem trazer novos
resultados. Um estudo que pode ser realizado, ¢ verificar até que ponto se pode diminuir
o periodo de amostragem, sem perder a qualidade do desempenho. Apesar de ser um
estudo simples de levar a cabo, nfo foi possivel realizd-lo neste trabalho. A aproximagfo
da resposta em frequéncia em malha aberta usando algoritmos de-identificagio diferentes
do utilizado no método de Aproximagio Logaritmica, ¢ outro dos estudos que pode ser
levado a cabo.

Pensamos ter realizado um trabalho que permitiu tirar conclusdes interessantes, abrindo
campo a continuagéo do estudo nesta 4rea. Talvez mais importante do que a comparagio
dos diversos métodos entre si, a conclusdo de que vale ainda a pena investir nesta 4rea,
numa altura em que, os processos de desenvolvimento de controladores directamente no

dominio discreto evoluem cada vez mais, ¢ um dos pontos chave deste trabatho.
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