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Universidade Federal de Ouro Preto
22 Lista de GAAL/MTMT730
Professor: Anténio Marcos da Silva

Observagao: Muitos dos exercicios abaixo foram retirados das listas do professor Wenderson.

— —
. Determine o ponto C tal que AC=2 AB, sendo A = (0,—2) e B = (1,0).

Considere uma reta r no plano de equagdo y = 2x + 1. Determine um vetor paralelo a 7.

.

o=

Determine o vetor Z tal que 3% — 20 = 15(Z — @). Resp.: & = 2@ —

Demonstre que o segmento que une os pontos médios dos lados nao paralelos de um trapézio é paralelo as bases,
e sua medida é a média aritmética das medidas das bases. Dica: Lembre-se de que se P é ponto médio do

segmento AC' entdo as coordenadas de P sdo dadas pela média aritmética das coordenadas de A e C.
Demonstre que as diagonais de um paralelogramo se cortam ao meio.

Dados os vetores 4 = (3,—5) e ¥ = (1,2), mostre que o conjunto {@, v} é uma base do plano. Exprima
7= (7,—52) nessa base. Resp.: 7= 6u — 117.

- -

Verifique se os vetores @ = 2i, b =i — j e @ = 3k sdo LL. Em casos afirmativo, escreva o vetor d = (4, —3, —1) na

j e C
base formada por tais vetores. Resp.: d = 1/2d@ + 3b — 1/3¢.

Dados os pontos A = (5,—7,0) e B = (2, —4,6), determine as coordenadas dos pontos M e N do segmentoo AB
tais que AM = MN = NB. Resp.: M = (4,-6,2) e N = (3,-5,4).

Determine o perimetro do tridngulo de vértices A = (3,0,0), B = (0,5,0) e C = (0,0,8). Resp.: v34+ v/89 +
VT73.

(a) Determine a relagdo entre m e n para que sejam LD os vetores 7 = (m,5) e §= (2,n). (b) Faga o mesmo
para os vetores 7 = (m,0,5), §=(2,—1,n) e t = (1,1,0). Resp.: a) mn = 10.

Verifique se existe x tal que os vetores @ = (x,2,4) e ¥ = (x, —2, —3) sejam ortogonais. Resp.: +4
Represente geometricamente, em R3, os pontos: A = (1,2,1), B = (3,0,4) e C = (5,1, 3).

Mostre que (@ +b) - (@ — b) = ||| — |[5]|.

Determine ||2@ + 4b||2, sabendo-se que [|@|| = 1 ¢ ||b] = 2 e que o angulo entre @ e b é 120°. Resp.: 52.
Decomponha o vetor § como soma de dois outros vetores @ e l_; com @ paralelo a 7 e b perpendicular a 7.
(a) §=(3,2,1) e 7= (1,1,1). Resp.: @ = (2,2,2) e b= (1,0,—1)

—

(b) §=(1,1,2) e 7= (—1,1,3). Resp.: @ = (-3, L yep= (=2 22 57)

Determine o angulo entre os vetores 47 — 3;’ e —i+ 2k. Resp.: 6 = arcccos (

¥)

—7,5) e b = (p,p,2) formem angulos

Q
A

Determine a condigao que p deve satisfazer para que os vetores a
obtusos. Resp.: {p € R;2 < p < 5}.

- - - -

Verifique que os vetores @ = 3/3(i +j — k), T = v2/2(j + k) e @ = v6/6(2i — j + k) formam uma base
ortonormal.

A medida do dngulo entre @ e ¥ é /6. Se ||@|| =1 e ||U]| = 7, determine ||@ x 7] e ||a@ X bV, em que a e b s@o

7]ab
nimeros reais. Resp.: Z; |a‘

Determine um vetor unitério perpendicular aos vetores (1,—3,1) e (—3,3,3). Resp.: @(2, 1,1).

Verifique se os ternos abaixo sao coplanares. Em caso contrario, determine o volume do paralelepipedo e do

tetraedro que possuem tais ternos como arestas.

(a) @=(3,2,0),b=(0,2,2) e &= (0,5,0). Resp.: V, =30, Vp = 5.
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(b) @=(2,0,1), b= (3,0,0) e = (0,0,/2). Resp.: Coplanares
(¢c) @=(—6,0,0), b= (3,2,0) e = (0,3,1). Resp.: V}, = 12, Vp = 2.

—

Verifique que (@ x ) - (mi + nv) = 0.

Determine a equagao dos planos que contém os pontos:
(a) A=(1,2,-3), B=(-1,0,4) e C =(2,3,5).
(b) A=(-1,7,3), B=(10,1,0) e C = (—2,—1,1).
(c) A=(-1,0,3), B=(1,2,—5) e C = (2,0,1).

Determine um vetor paralelo a reta

s z+y—3=0
| 2r—y4+2+2=0

Resp.: (1, -1, -3)

Determine o plano que contém a reta s = {“T_?’, yT_l, 2z} eoponto A= (1,1,1). Resp.: 3z — 4y + 6z — 5= 0.

Determine o plano 7 que passar por M = (1,2, —3) e é paralelo as retas
r+3y—22—-1=0 3 —y+2=0.
T :
2r—y+3z2+4=0 r+2y—324+7=0
Resp.: m:x —5y+ 62427 =0.

Determine a altura do tetraedro ABC D relatica ao vértice C, sendo A(1, —2,3), B(2,1,5), C(0,5,2) e D(1,3,—2).
Resp.: 11\/3/9

Dados os planos m1 : x —y+2+1=0em : x4+ y—2—1 =0, determine o plano que contém 7 Ny € é

ortogonal ao vetor (—1,1,—1). Resp.: x —y+2+1=0

Dada aretar: X = (1,0,0)4+¢(1,1,1) e os pontos A(1,1,1) e B(0,0,1), determine os pontos de r equidistantes
de A e B. Resp.: (1, 0, 0).

Determine as equacoes dos planos em R? ortogonais ao vetor (2,2,2) que distam v/3 de (1,1,1). Resp.: 2z +
204+22=0e2x+2y+2z =12

Seja m; o plano que passa pelos pontos A(1,1,1), B(1,0,1) e C(1,1,0) e w2 o plano que passa pelos pontos
P(0,0,1), Q(0,0,0) e é paralelo a i+ ; Determine o angulo entre m; e m3. Resp.: 45°

Seja i = (x,y,z) um vetor tal que ||@@|| = v/2, com z > 0 . Faga o que se pede:

(a) determine @ sabendo que a medida do angulo entre @ e ¥ = (1,—1,0) é de 45° e que @ é ortogonal a
w=(1,1,0);

(b) determine k de modo que os vetores @, 7 e £ = (k, 0, k + 1), sejam linearmente dependentes.

(c) sead= (%, \/5,0) determine m para que ( & -FL) — 12w x U] = 2.

Nl

-

Sejam @ = 21 — j + kewv=2i+ 2] — 2k. Encontre um vetor & tal que ||Z]| = V2 e Z x @ = v. Resp.: (0, 1, 1)

— — —
Determine m de modo que o volume do paralelepipedo de arestas PQ, PR e PS, seja de 52 unidades de volume,

em que P(5,4,5), Q(4,10,6), R(1,m,7) e S(2,6,9).

Faga o que se pede:



—
(a) Sabendo que o vetor ¥ = (2,1,—1) forma um angulo de 60° com o vetor AB determinado pelos pontos
A=(3,1,-2) e B=(4,0,m), calcule m. Resp.: m = —4

(b) Escreva ¥ como soma de dois vetores @ e b, sendo que @ é paralelo ao eixo Oy e b forma um angulo reto

com o vetor 4@ = (1,1,1).
— — - :
(c) O conjunto V = {AB,d, b}, em que AB, @ e b foram dados nos itens anteriores, é uma base para R3?

36. Considere o tridngulo ABC, sendo A(3,-3,3), B(2,—1,2) e C(1,0,2).

(a) Determine os dngulos internos desse triangulo.
(b) Caélcule sua area.
37. (a) Determine um vetor & que ¢é simultaneamente ortogonal aos vetores @ = (2,—6,3) e ¥ = (4,3,1). Resp.:
w = (15,10, 30)

(b) Os vetores i, ¥ e W, dados no item anterior, sdo coplanares? Resp.: Nao.
38. Faca o que se pede:

(a) Considere os vetores @ = (1,1,1), ¥ = (—1,1,2) e @ = (1,0, 3). Decomponha o vetor @ como soma de dois

0l
vetores W e ws, sabendo que {u, ¥, w; } é um conjunto linearmente dependente e que Wy é ortogonal a @ e

a .
(b) {ii,7,w} é uma base para R3?
(¢) Exprima w; como combinagao linear de @, ¥ e .

(d) Determine um escalar k de modo que os vetores t = (—1,0,k) e @ formem um angulo de 60°.
39. Sejam A =(2,1,3), B=(k+2,3,5) e C =(0,4,1). Determine:
(a) k de modo que os pontos A, B e C, formem um triangulo retdngulo em A.

— —
(b) a area do paralelogramo de lados AC e CB, considerando o valor de k encontrado no item anterior.

40. Determine z para que o volume do tetraedro de vértices A(x,2,1), B(7,4,3), C(4,6,2) e D(x + 2,2 + 2, 3) seja
igual a 4 unidades de volume.
41. (a) Encontre a equacao do plano 7 que passa pelos pontos A = (0,0,—1), B=(0,1,0) e C = (1,0, 1).
(b) Determine a distancia da origem ao plano 7.

42. Encontre o angulo entre o plano 7 : 2 — y + z e o plano que passa pelo ponto P(1,2,3) e é perpendicular ao
vetor 7 — 2}+ k.

43. Seja r uma reta determinada pelos pontos A(3,1,—2) e B(4,0,m). Considere a reta
r=1+1

s y =t,
z=3—-1

t € R. Determine m de modo que o angulo entre r e s seja de 60°.

44. (a) Dados A(0,2,1) e
r=t
riq y=—-t+2,tek
z=2t—2

Ache o(s) ponto(s) de r que dista(m) v/3 de A. Resp.: Apenas o ponto P = (1,1,0).

(b) Determine a equagao de um plano 7 que contenha o(s) ponto(s) encontrado(s) em (a) e é perpendicular ao

eixo xz. Resp.: m: 2 —1=0.



45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

92.

53.

54.

55.

(a) Determine a de modo que os plano 71 : ¢ 4+ ay + 2z = 20 e w2 : 2z + y + z = 3 formem um angulo 0 tal que

—_ 1
cosf = e

(b) Encontre a distancia entre o plano 3 e o ponto P(0,1,1).

Seja ABC um triangulo de vértices A(—3,1,4), B(—4,—1,0) e C(—4,3,5). Calcule a medida da altura relativa

ao lado BC. Sugestao: Calcule a distancia entre a reta que contém BC' e o ponto A. Resp.: %

Ache os pontos do plano 7 : x = y equidistantes dos pontos A(1,1,0) e B(0,1,1). Resp.: Todo ponto do tipo
(2,2, ).

(a) Verifique que os planos 7 : & —y =0e 8 :y — z = 1 se interceptam segundo uma reta 7.

(b) Ache a equagéo do plano que passa pelo ponto A(1,0,—1) e é perpendicular a reta r.
Determine o angulo entre o plano = 0 e o plano que contém os pontos A(5,0,—2), B(8,2,-3) e C(1,2,4).
Considere o ponto P = (4,1,—1) earetar: (z,y,2) = (2+t,4 —¢,1+ 2¢).

(a) P e€r? Justifique. Resp.: Nao, pois ndo existe ¢ tal que (2+¢,4 —¢,1+2¢) = (4,1,—1)
(b) Obtenha a equagao geral do plano 7 que contém P e r. Resp.: 8¢+ 6y — 2z —38 =0

(c) Existe m € R tal que a reta s : (z,y,z) = (mt,0,t) forme com a reta r um angulo de 45°? Justifique.

Suponha que ¥ seja um vetor com as seguintes propriedades:

v, 4= (1,0,1) e @ = (2,1, 2) sdo coplanares;

¥ é paralelo ao planom: x +y — 2+ 1 = 0;
17] = v2; e,

e 0 angulo entre ¥ e £ = (1,1,0) é maior que 5

N
Determine A sendo que ¥ =AB com B = (1,0,—3). Resp.: A= (2,0,—-2)

Obtenha os vértices B e C do triangulo equildtero ABC, sendo A = (1,1,0) e sabendo que o lado BC estd
contido na reta r de equagéo vetorial X = (0, ¢, —t).

Sugestao: Note que, como ABC é um triangulo equildtero, o dngulo entre a reta r e a reta que passa por A e
B é de 60°. Resp.: (0,0,0) e (0, 1, -1).

Os vetores 4 = %z + %j, v = —%i + %j e 10 = k formam uma base ortonormal para o R3? Justifique. Resp.:

Sim, pois formam um conjunto LI, sao ortogonais entre si e unitarios.
Faca o que se pede:

(a) Determine a equacao geral do plano 7 paralelo aos vetores ¢ = (1,0,1) e @ = (1,1,2), e que passa pelo
ponto A =(0,1,1). Resp.: —x —y+ 2z =0.
(b) Verifique que o plano 7 (encontrado no item anterior) é ortogonal a reta

r—2y—2z—7=0
T
r4+2+5=0

(c) Encontre os pontos de r que estdo a uma distancia igual a v/3 do plano 7. Resp.: P, = (1,0,4) e
P =(3,2,2).
Considere os pontos A = (0,0,0), B = (0,0,2) e C(v/3,0,1).

— — —
(a) Verifique que o tridngulo ABC' ¢ equildtero. Resp.: Basta mostrar que || AB || = || AC || = || BC |

(b) Encontre a equacio da reta bissetriz do angulo interno BAC.
Sugestao para o item (b): Lembre-se de que, em um tridngulo equildtero, as bissetrizes coincidem com
as medianas. Resp.: X = t(?,o, 3).



