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O conccito de tensor é uma extensao do conceito de vetor, apresentado pelas
relagbes (B.33) e (B.34). Um tensor de segunda ordem & um conjunto de quantidades
T.p satisfazendo a relagéo de transformacio

ab =H Z AacAbd Tcd (339}
c,d=1

Para um tensor de terceira ordem, teriamos

abe = Z ApgApeAct Tyey (B.40)
dief=1

F assim por diantec. Em todos os casos, a relacio (B.34) deve ser sempre satisfeita.

B Exercicios

—

B.1. Dados os vetores A = i+ 45— 5k, B =231—2j—3ke € = 451253k
Determine:
a) A+ B +C (resultante entre A, B e §),
b) A— B+ C (resultante entre 4, B e (),
¢) o médulo de A
d) o médulo de B,
) o médulo de A+ B,
f) os dngulos formados por A com os =z, yez,

2

g) o unitdrio paralelo 3 resultante entre 4 e B.

B.2. Usando vetores, calcule a distdncia entre os pontos P = (4, 5, - 7) e Q =
(- 3, 6, 12).

B.3. Provar que a reta que liga os pontos médios de dois lades de um tridngulo qualquer
é paralela ao terceiro lado e igual 3 metade deste.

B.4. Provar que ligando-se os pontos médios dos lados consecutivos de um quadrildtero
qualquer, a figura resultante é um paralelogramo.

B.5. Seja O um ponto qualquer no interior de um tridngulo A, B,C e sejam P,QQ. R
0s pontos que dmdem a0 meio os lados AE, BC e CA, respectivamente. Provar que

OA + OB + CFC‘ OP -+ OO -4 OR Esta igualdade persiste se o ponto O for
exterior ao tridngulo?

B.6. Sob que condictes o produto escalar é zero?

B.7. Escreva o médulo de um vetor através do produto escalar.



368 APENDICE B. VETORES E TENSORES

B.8, Sendo C a resultante entre os vetores

tores A e B, mostre que C?2 = A2 + B2 1
2AE cos8, sendo 8 o angulo formado por A e B.

B.9. Mostre que para se projetar um vetor numa certa direcio basta multiplici-lo
escalarmente pelo unitidrio caracterfstico da direc3o.

B.10. Considerando os vetores A, B e C do exercicio 1, calcule
a) A-B, A-Ce verifique a propriedade distributiva.
b) o dngulo formado entre A e B eentre Be 4+ C;
c) os médulos de A, de B e de A+ C;
d) a proje¢do do vetor A + B sobre o vetor C;
e) os dngulos formados por A com z, y e z.

B.11. Determine o valor de e tal que A = 21 L aj L ke B = 45 — 27 — 2k sejam
perpendiculares.

B.12. Mostre que os vetores A = 31— 25+ k B =7 — 3j+5keC = 2% + 7 — Ak
formam um tridngulo e que este tridngulo é retingulo
B.13. Provar que as diagonais de um losingo s3o perpendiculares

B.14. Determine o 3ngulo formado por duas diagonais internas de um cubo

B.15. Provar que qualquer tridngulo inscritoc num semicirculo é retdngulo, onde a
hipotenusa € o difmetro do semicirculo.

B.16. Mostre que o produtc vetorial 4 x B, escrito em termos das componentes, &

dado por Ax B = (A,B,—A,B,)i+(A,B,— A, B.) j+(A.B,—A,B.) k, que também
pode ser expresso por um determinante
s io] k|
AxB=det| A, A, A,
B, B, B

B.17. DadosA—Sz—_jr-l—L, eB—z—2j—k
a) calcule A x B (veja exercicio anterior);

b) confirme que realmente Ax B & perpendicular a A e B, mostrando que (AXB) —
0e (4 x B}

B.18. Mostre que ]A X B| corresponde a drea do paralelogramo formado pelos vetores
AeB.

B.19. Com o uso do produto vetorial, deduza a chamada lei dos senos. isto & para
um tridngulo qualquer formado pelos lados 4, B e € tem-se

A B _C

sena  senf  sen-y

onde @, § e -y s8o os Sngulos opostos aos lados A, B ¢ C, respectivamente
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B.20. Usando os conceitos de produtos escalar e vetorial, obtenha as conhecidas rela-
¢oes trigonométricas:

sen (a ,3) = senacos 3 + sen fcosax

cos{r_l + ,5) = cosacos f — senasen 3

B.21. Se A =2i+j—3kelB =1% =21+ E, achar um vetor que tenha médulo 5 e
que seja perpendicular aos vetores A e B,

B.22. Se A é um vetor constante e ¥ = i + yj+ zk, mostreque (F— A)- A =0e
(F— A) -7 =0 so as equacdes de um plano e uma esfera, respectivamente.

B.23. Mostrar que grad ¢ é perpendicular a superficie equipotencial que passa pelo
ponto onde grad ¢ é tomado.

B.24. Utilize a rela¢do (B.15), quando for necessirio, para demonstrar as seguintes
identidades vetoriais:

a}ax{bx&} (@- E}b—{a b}c

b) (@ x b)- (Ex d) = (@-&)(b-d) — (@-d)(b- )
Q)d@xb-é=ad-bxé

d)axb-c=cxa B‘:Exaa‘

e) div(Fxé‘)zf;'-rotﬁ . Tot G

g) dlvth—U

h) grad(F-G) = (F-V)F +(G-V)F+ F xrot G+ G xrot F
i) 10t(:p_F) —r,athidrad@x F

DNrot(Fx ) =FdivG-GdivF + (G- V)F—(F- V)G

k) rotrot F = grad divF — V2F

) rotgrad¢ =0

B.25. Mostrar que o delta de Kronecker é um tensor de segunda ordem. No Capitulo 13
€ visto que o tensor de Levi-Civita €, na verdade, um pseudotensor de terceira ordem.



