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Introducao

» No modelo de Regresséao Linear temos que
Yi~ N(p,0?) E(Y:)=pi=x'p

onde
» Y, sédo independentes;
» x/ representa a i-ésima linha da matriz X, correspondente
ao i-ésimo individuo.



Introducao

» Podemos estar interessados em situacées mais genéricas.

» A varidvel resposta tem uma distribui¢cdo diferente da
normal.

» A relagdo entre o valor esperado da variavel resposta € as
explicativas pode ter uma relacéo diferente de

E(Yi) =pi= XiT,B

podemos ter
E(Y) = ni = 9(x/ B)
onde g(.) € uma fungao genérica.
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Introducao

A variavel Y; nao pode ter QUALQUER distribuigao.
Precisamos garantir certas propriedades para:

» estimar os parametros,

» fazer testes de hipéteses,

» tirar conclusdes sobre o modelo.

Uma classe de distribuicbes garante essas propriedades.
Essa classe € conhecida como familia exponencial
O que é a familia exponencial?



Familia Exponencial

Familia
Conjunto de distribuigdes com caracteristicas similares.
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Familia Exponencial
» O que a familia exponencial?

» E uma familia de distribui¢des cuja funcdo densidade pode
ser escrita na seguinte forma

f(y;0) = s(y)t(6)e2¥)P(0)

onde s(.), t(.), a(.) e b(.) sao fungdes nao negativas.
» Essa expressao pode ser reescrita como

f(y:0) = expla(y)b(0) + c(0) + d(y)]

onde
s(y) =
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Familia Exponencial

Exemplo:
» Seja Y uma variavel tal que

Y ~ Poisson(6) .

» Vamos verificar que essa distribuicao pertence a familia
exponencial

f(y,0) =



Familia Exponencial

Exemplo:
» Seja Y uma variavel tal que

Y ~ Poisson(6) .

» Vamos verificar que essa distribuicao pertence a familia
exponencial

-0
fy.0) = = = ()"~ expllog(0")}

= (y))""e " exp{ylog(0)} = (¥) " e exp{ y_log(h)}-

s(y) 10) a(y) b(9)

» Notamos entdo que a distribuicdo de Poisson pertence a
familia exponencial.
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Familia Exponencial

Exemplo:
» A distribuicao Normal pertence a Familia Exponencial?
Sim.
» Vejamo porque isso é verdade.

» Seja
Y ~ N(u,0%)
1 _y=w?
e 2052




Familia Exponencial

Exemplo:
» A distribuicao Normal pertence a Familia Exponencial?
Sim.
» Vejamo porque isso é verdade.
» Seja

2 2
= exp {—% + Z—}Z/ - % —1/2 Iog(2m?)}



Familia Exponencial

Exemplo: (continuagao)

py y: P
2 2

—exply L —y——%— 1/2log(270?)

b(k) d(y) o(p)

» Portanto a distribuigdo normal pertence a familia
exponencial.



v

v

v

v

v

Familia Exponencial

Observe que no exemplo anterior consideramos 6 = p.
Tratamos o2 como uma constante conhecida

Ele é chamado parametro de ruido (nuisance parameter).
Na pratica, precisamos estima-lo.

Porém o0 nosso interesse est4 em 1 e ndo em o2.
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Familia Exponencial

Parametro Canonico

» Veremos mais a frente que um tipo especifico de
parametro sera de grande importancia.

» Ele é chamado parametro canénico.
» Considere a funcao densidade escrita na forma

f(y;0) = expla(y)b(0) + c() + d()] .

» Se a(y) =y, b(#) é chamado paramétro candnico da
distribuigdo.
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Familia Exponencial

Exemplo:
» Vamos considerar o exemplo da Poisson.
» Vimos que

f(y;0) = (y1)™! exp{ y log(0)}.

s(y) (9> a(y) b(6)

» Qual é o parametro can6nico nesse caso?
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Familia Exponencial

Exemplo:
» Vamos considerar o exemplo da Poisson.
» Vimos que

f(y;0) = (y))™ exp{ y log(6)}.
s(y) (9> a(y) b(6)

v

Qual é o parametro can6nico nesse caso?
Como a(y) = y, o parametro candnico é dado por

b(6) = log(#) .

v
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Familia Exponencial

Exemplo:
» Vamos considerar o exemplo da Normal.
» Vimos que

2 2
. AP A 2
fly,p) =exply 2 592 0,2 1/2log(270“)
N ——~
b(n) d(y) c(n)

» Qual é o pardmetro candnico nesse caso?
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Familia Exponencial

Exemplo:
» Vamos considerar o exemplo da Normal.

» Vimos que
2 2
fly.i) = exp{y 45 —25 —25 — 1/2log(2n0?)
= —
b(w) d(y) o(p)

» Qual é o pardmetro candnico nesse caso?
» Como a(y) = y, o pardmetro candnico & dado por
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Familia Exponencial

» Veremos agora algumas propriedades da Familia
Exponencial.

» Essas propriedades serdo muito importantes para
estimarmos os modelos.

» Elas nos fornecem maneiras diretas de calcularmos

E(a(y)) e Var(a(y))
em funcéo de a(.), b(.), c(.) e d(.).

14



Familia Exponencial

Teorema
» Se a funcao densidade pode ser escrita como

f(y:0) = exp[a(y)b(0) + c(0) + d(0)]

entdo ”
E(al(Y)) = - 5
b'(6)C(6) — " (0)b(6)
QK

Var(a(Y)) =

15



» Vamos mostrar primeiro que

E(a(Y)) = — ggz; .

DA
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Familia Exponencial

Vamos mostrar primeiro que

__c(o)
E(a(Y)) —W
Temos que
/ f(y;0)dy =1
derivando com relagéo a # dos dois lados

d d
%/f(yﬁ)dy—%1 =0.

Vamos supor que podemos inverter a ordem entre a
derivada e a integral.
Temos entdo que

d
<51i0)dy =0

16



Familia Exponencial

» Temos, porém, que a funcao de densidade pode ser
escrita como

f(y;0) =expla(y)b(f) + c(9) + d(9)] .
» Vamos derivar em relacéo a 6

d
%f(y, 0)

— (a(}/)b’(O) + C/(H)) exp [a(y)b(#) + c(6) + d(9)]
= (aly)b'(8) + ¢ (9)) f(y: 6) .

17



Familia Exponencial

» Mostramos que é verdade que
d
@f( y;0)dy =0

» Vamos agora integrar

em relacdo a y.
» Temos que

S0y = [ (@)p©)+0) fy:0)dy
— [ anb©)f(yi6) + O yi0)ay

- / a(y)b' (6)f(y; 6)dy + / &/(6)f(y: 6)dy

18



Familia Exponencial

— b/(0) / a(y)f(y: 6)dy + ¢'(9) / f(y: 0)dy
— b(O)E(aly)) + ¢(6)1

pois [ a(y)f(y:0)dy = E(a(y)) e [ f(y;0)dy = 1.
» Temos entdo que

I i(y:0)ay = H(0)E(aly)) +¢(0) = 0

» Isso implica que

c'(0)

B(O)E(a(y)) = —¢'(6) = E(aly) = ~ s

19



Familia Exponencial

» Vamos mostrar agora que

Var(a( Y)) — b//(Q)C/(Q) — C//(H)bl(e) ]

[b'(0)]
» Vimos que
:Hf( y;0)dy =0
derivando novamente em relagédo a ¢
d d

90 def(y 0)dy =0

trocando a ordem entre a derivada e a integral

d2

20



Familia Exponencial
» Vejamos agora como fica

d2
ﬁf(y, 0) .

» Vimos que
d

%f(}/ﬂ):

(a(y)b'(0) + c'(9)) exp [a(y)b(0) + c(0) + d(0)]

» Derivando novamente em relagéo a # e usando a regra do
produto

d2

—f(y;0) =

% (aly)b'(0) + c'(9)) exp [a(y)b(0) + c(0) + d(0)]

+(aly)b'(6) + ¢'(0)) % exp [a(y)b(0) + c(0) + d(6)]

21



Familia Exponencial

= (a(y)b"(0) + ¢"(0)) exp [a(y)b(0) + c(6) + d(6)] +
(a(y)b'(6)+c'(0))(a(y)b'(6)+c'(0)) exp [a(y)b(6) + ¢(6) + d(0)]
= (a(y)b"(0) + c"(0)f(y: 0)+
(a(y)b'(6) + ¢'(6))(aly)b'(0) + ¢'(9))(y: )
() +c"(0))f(y: 0)+
(@)t (6) + ¢'(0))*F(y:6)

» Vamos olhar para o termo

[a(y)b'(8) + ¢'(0)?

colocando b'(#) em evidéncia

o (a0 53]

29



Familia Exponencial

/ 2
— b0 (a)+ ) )

» Vimos que

E(aly) =~ ) = i) = ~E(@y)

» Substituindo na expressao acima

/ 2
b0 (ay) + g0 ) = HOF (aly) - E(aly)?

29



Familia Exponencial

» Temos entdo que
a2
Wf(}’: 0) =
= (a(y)b"(0) + c"(0))f(y: 0)+
(a(y)b'(6) + c'(0))*f(y: 0)
= (a(y)b"(0) + c"(0)f(y: 0)+
b'(0) (aly) — E(a(y)))? f(y: )
» Queremos usar o fato de que

d2

entdo vamos integrar em y.
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Familia Exponencial

» Temos que

[ &ty
— [ (@b O+ ©O)1(y: )56 (aly) ~ E(a(y)))? fyib)dy
= [ (@ @ +e" @)ty O)dy+ [ B2 (aly) - E(@)* ly: )a
- [o©@am)ryiody + [ Oty
" / b/(6)? (aly) — E(a(y)))? (y: 6)dy
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Familia Exponencial

— b'(6) / a(y)f(y: 6)dy + ¢"(6) / f(y: 6)dy

+5(6)2 / (aly) — E(a(y)))? f(y: 6)dy
» Temos que

/ a(y)H(y: 0) = E(a(y)) / (y:6)dy = 1

/ (a(y) — E(a(y)))? f(y: 6)dy = Var(a(y))

26



Familia Exponencial

» Portanto

d2
dg?

— b'(0) / a(y)(y: 6)dy + ¢"(6) / f(y: 6)dy

f(y; 6)dy

+b(0 [ (aly) - E(ay)? f(yi6)ay
= b"(0)E(a(y)) + ¢"(0) + b'(9)? Var(a(y)) -
» Como
d2
/Wf(y; g)dy =0
logo
b"(0)E(a(y)) + ¢”(0) + b/()?Var(a(y)) = 0

» Vamos agora isolar Var(a(y)).
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Familia Exponencial

» Temos que
b'(6)? Var(a(y)) = —b"(6)E(a(y)) — c"(9)
_ —b"(9)E(aly)) — ¢"(0)

Var(a(y))

mas sabemos que

logo

28



Familia Exponencial

» Multiplicando por b/(#) no numerador e denominador
~b'(6) (~ &1} ) B'(0) — "(0)b/(6)
b'(0)°

_ b'(6)c'(6) — c"(6)b'(6)
- b’(9)3 :

Var(a(y)) =

20



Familia Exponencial

Exemplo:
» Vamos retomar o exemplo da Poisson.
» Vimos que

fly:6) = (v)_' e “exp{ y_log(6)} .
sty) 19 a(y) b(9)

que pode ser reescrita como

N}

f(y;0) = exp{_y log(¢) —0 —log
N N e —
aly) b(e) ©c®  d(y)
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Familia Exponencial

Exemplo: (continuagéo)
» Temosque a(y) =y

» Podemos calcular a esperanca e variancia da Poisson
usando os resultados anteriores.

» Temos que

o(0)
mas d
o(6) = 25(~6) = 1
b(0) = S(0g(0)) = |
portanto
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Familia Exponencial

Exemplo: (continuagao)
» Vimos ainda que

Var(a(y)) = bﬂ(e)d(eg,(_@;”(e)b =

» Mas temos que

mgy 4y _ 1
b0 =355 =

c’(0) = %(—1) =0
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Familia Exponencial

Exemplo: (continuagéo)

> Como
b(O) =L B =1 B)=0 b)
temos que
Var(a(y)) = Z0)°(0) — c"(0)6'()

b/(9)3

_ (-0
T apE e

29



Familia Exponencial

Exemplo:
» Vamos retomar o exemplo da Normal.
» Vimos que

fy,0) =exply & Y o log(@nd?
Ys - Py 2 _20_2 _20_2 - / g( o )
—~——

b(6) d(y) c(0)

24



Familia Exponencial
Exemplo: (continuagéo)
» Temosque a(y) =y

» Podemos calcular a esperanga e variancia da Normal
usando os resultados anteriores.

» Temos que

EW) =i
mas
2
c(0) = % (—2% -1/2 |og(2m?>) = —f—z
B(O) = ()=
portanto ,
e =-S5 =

1/02
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Familia Exponencial

Exemplo: (continuagao)
» Vimos ainda que

_ b(0)c'(0) - c"(0)b'(6)

Var(a(y)) - b/(e)g
» Mas temos que
mpy . 9 1
b'(0) = 25(=5) =0
P L R
c (9)_%(_02)_ 72
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Familia Exponencial

Exemplo: (continuagao)

» Como
/! / 9 /! 1 / 1
b'(0)=0 c(@):—2 c(@):—2 b'(6) = 5
o g g
temos que
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