Modelos Lineares Generalizados - Estimacgao
em Modelos Lineares Generalizados

Erica Castilho Rodrigues

23 de Maio de 2017



Introducao



Vimos como encontrar o EMV usando algoritmos
numeéricos.
Duas possibilidades:

» Método de Newton Raphson;
» Método Escore de Fisher.

Iremos aplicar esses algoritmos para o caso do MLG.
Em Regressao Linear o EMV tem forma fechada.

Pode-se mostrar que é equivalente ao estimador de
minimos quadrados.



» Ja nos MGLs os estimadores dos coeficientes S nao tem
forma fechada.

» Esses estimadores serdo obtidos usando os algoritmos
que vimos anteriormente.

» Considere uma amostra aleatéria
Y17 Y27--'7Yn

que pertence a familia exponencial em sua forma
canbnica, ou seja,

f(yi, 0i) = exp{yib(0;) + c(0;) + d(6:)} .



v

v

v

v

Considere que o preditor linear esta relacionado com a
média da seguinte maneira

E(Y) =i wi=g(xB)

Objetivo: estima o vetor 3.
Temos que a log-verossimilhanca é dada por

I(yi, 0i) = 1og(f(yi, 0i)) = yib(0;) + c(8;) + d(0;) -

A log-verossimilhanga conjunta é dada por

Z/ Yir 0) = Z b(0;) + ¢(6;) + d(67))

i=1

= Zy,-b(@,-) + Z c(0;) + Z d(6))
i=1 i=1 =1



» Queremos encontrar o EMV para cada um dos j;
(j=1,2,...,p).

» Devemos entdo derivar a log-verossimilhanga e igualar a
zero.

» Vamos primeiro obter a fungéo escore

UI(G) — d/(yaa) _ dZi I(yiaei) )

dg ap;

» Pode-se mostrar que a fungao escore é dada por

o) =3[Vt (2]

i=1




» Queremos entdo encontrar a a solugao de

n

oy N | i) (Oni ]

0 =3 [ Gary s (5] =
paraj=1,2,...,p.

» Usaremos o método Escore de Fisher.

» Nao entraremos em detalhes sobre a construcao do
algoritmo.



» Vamos chamar b o estimador do vetor 3.

» Pode-se mostrar que a equacgao de atualizagéo do
algoritmo é dada por

XTWXb(™ = X"wz

» W é uma matriz diagonal n x n, cuja i-ésima entrada é

dada por
ot (oam?
W= vy (o)

» ez éum vetor cuja i-ésiman é dada por

p
_ on;

o=y xub{" "+ (i — ) <5m.) :

P i



» A equacao
XTWXb(™ = XTWz
tem o mesmo formato das equa¢des normais no modelo
linear quando usamos Minimos Quadrados Ponderados.
» A diferenca é que aqui ela é resolvida iterativamente.

» Esse método é chamado Método de Minimos Quadrados
Ponderados lterativo.



» A maioria dos softwares utiliza esse método de estimacao.

» Escolhem um valor inicial b(®).
» Utilizam esse valor para encontrar W e z.

Wi = Var;(Y,-) (%)2

o
_ on;
zi =y xkb"" + (v — ) <a_77:> :
k=1 Hi



» Utilizam z e W para atualizar b(")
XTWxb(") = X"wz

» b(!) é entdo usado para obter melhores aproximacdes de
Wez

» O algoritmo continua até que

seja bem pequeno.



Exemplo:
» Vamos ajutar uma Regressao de Poisson.
» Considere uma amostra aleatéria

Y17...7Yn

tal que Y; ~@ Poisson(p;).
» A Tabela a seguir apresenta os dados observados

Yi 2 3 6 7 8 9 10 12 15
rxz -1 -1 0 0 0 0 1 1 1
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Exemplo: (continuacao)
» A figura a seguir mostra o grafico de disperao entre as
duas variaveis.
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Exemplo: (continuacao)

>

>

>

Como a variancia se comporta?
Ela aumenta quando Y aumenta.
Isso faz sentido no modelo Poisson?
Sim pois
E(Y;) = Var(Y)).
Vamos modelar a média dessas variaveis da seguinte
maneira

E(Y)) = pi = Bo+ B1Xi .
Precisamo somar o erro ¢; nesse caso?
Nao.



Exemplo: (continuacao)
» Entdo o modelo é perfeito? Nao comete erro nenhum?
O erro vem do fato de

v

Y; ~ Poisson(u;) .

v

Os valores observamos de Y; estarao em torno de p;.
N&ao serédo exatamente p;.
Assim como acontece no modelo de regressao

v

v

Y ~ N(pi, o?) .

v

A diferenca é que o modelo de regressao pode ser escrito
de duas maneiras equivalentes

Yi ~ N(ui,0®)  Yi = pj+ ¢ com¢; ~ N(0,07) .

v

Os MLG’s podem ser escritos apenas do primeiro modo.



Exemplo: (continuacao)
» Temos entdo que

Y; ~ Poisson(p;)

com
E(Y)) = pi = Bo+ Bixi =X/ B

=[] %=

» Qual funcao de ligagao estamos usando aqui?
» Identidade

onde

pi=g(xB) =x]B =mn;i



Exemplo: (continuacao)
» Vejamos como usar o Método Escore de Fisher para

estimar 3.
» Vamos obter a matriz W.
» Vimos que
1 (ou)\?
Wi=—-(—=—] .
Wi = Var(v) (077/')
» Temos que
Var(Y;) = pi = Bo + B1Xi .
» Além disso 5
Wi
i=ni= — =1
/’LI 77/ 8']7’



Exemplo: (continuacao)
» Portanto
W= (%) 1
"7 Var(Y;) \ 9n Bo+ B1Xi

v

Como nao temos o valor de 3y e 84, substituimos pelos
seus estimadores by e by

1

[W]ﬁ - bo + byx;
» Veremos agora como fica z.
» Vimos que
P (m-1) omj
zi=> xub" "+ (yi — ) o)
k=1 Hi
» Temos que

on;
== — =1.
Tl’ lu’l aul



Exemplo: (continuacao)

» Portanto
P (m—1) onj
2= xub" "+ (i — ) o
k=1 Hi
=bo + b1x; + (Vi — bo — b1X;) = i
onde

» by é estimador de So;
» by é estimador de .
» O proximo passo € encontrar a equacao para atualizacao
do estimador b(™.



Exemplo: (continuacao)
» Essa atualizacao é obtida através de

X"WXb(™ = X"wz

» Vejamos como fica o termo X7 WX.
» Temos que

1 X m ?
e R
1T Xn 6 0
logo
oL )]
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Exemplo: (continuacao)

X'W =

entao

XTWX =

1

1 1

bo+b1 x4 bo+bixo  *°° bg+bixn
X1 X2 Xn
bo+b1 x4 bo+bixo  *° bg+bixn
1 1 1 1
bo+b1 x4 bo+by X0 b0+b1 Xn
X1 Xo
bo+b1 x4 bo+by X0 b0+b1 Xn
St beTEn o
i=1 bo+b1 x; i=1 b0+b1 Xi
n X; X
2121 b0+b1X,' 21—1 b0+b1X,

X
X2

Xn
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Exemplo: (continuacao)

» Veremos agora como fica o termo X" Wz.

» Temos que

4
§2 1 1 1
— Tw — | bo+byx bo+biXo """ bg+bix
zZ= X'W = 0x111 0X212 Ox,71"
o bo+b1 x4 bo+bixo " byg+byxn
Yn
» Logo
Yi
1 1 1 y:
X"wz = b0-|;(l1:>1x1 bo-i;(21 Xo bo-i;(l,?7>1xn 2
bo+b1 x4 bg+bixo " bg+bixn

Yn

bl



Exemplo: (continuacao)

T " 1 b y;)
— 1= +01 X;
X"Wz = ZZ" o b
i=1 bg+by X;

» Portano b(™ ser4 atualizado a partir da equacao
XTWXb(™ = XTWz

ou seja

no_ 1 n X; n Yi
2= bo+b1 x; 2 i bo+b1X; | 1y (m) i=1 bo+b1 X
x? XiYi

n Xj n .
2=t Bybx 2ui=1 Byrhix, i=1 BotbrX
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Exemplo: (continuacao)
» Para os dados observados temos que

» Vamos escolher os seguintes valores iniciais
b’ =7 b%=5.
» Temos que

1.821429 -0.75

T 1 —
(XTWX)T = -0.75 1.25

24



Exemplo: (continuacao)

9.869048
Twz)() —
(X"Wz) [ 0.5833 ]
» Portanto
1821429 —0.75] ) _ [9.869048
075 125 = | 05833

0 que implica que

p( _ [1:821429
| -075

1.25

—0.75} - [9.869048}

0.5833

|

4.9375

B [7.4514

|
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Exemplo: (continuacao)

» A tabela a seguir mostra os valores de b para alguns
passos do algoritmo

1 9 3 4
B™ 7 745139 745163 7.45163
pi™ 5 493750 493531 4.93530

2

T

» O algoritmo parece ter convergido para os seguintes
valores de b

b\™ = fo =745 b =3 =493.

26



Propriedades do Estimador Maxima Verossimilhanca
» Assintoticamente nao viesados

lim E(6) =6.

n—oo

Consistente

v

050
(9) converge em probabilidade para 6).
Varidncia minima:
» { possui variancia minima para amostras grandes.
Distribuicao assintética:
» a distribuicao de § converge para uma normal.

v

v

v

Veremos agora as propriedades do EMV para o caso dos
Modelos Lineares Generalizados.

27



» Duas principais ferramentas para inferéncia estatistica:
» intervalos de confianga e testes de hipdteses.

» Veremos como obté-los no caso nos Modelos Lineares
Generalizados.

Intervalo de Confianca
» Fornece uma estimativa intervalar para o parametro.

» A amplitude do intervalo da uma ideia da precisao dessa
estimativa.

28



Testes de Hipoteses
» Podemos comparar dois modelos.

» Queremos identificar qual deles se ajusta melhor aos
dados.

Um modelo é mais simples que o outro - tem menos
parametros.

v

v

v

Deve ser um caso particular do modelo H;.
Se os dois modelos ajustam bem os dados:
» devemos escolher Hy, pelo critério da parciménia.

v

Esse modelo é chamado modelo nulo e corresponde a Hp.

29



v

v

v

v

Para fazermos inferéncias sobre o parametro:
» precisamos da distribuicao de probabilidade do estimador.

Seja S uma estatistica de interesse.

Em geral, pode-se mostrar que, para tamanhos de
amostra grandes

S—E(S) ~ N(0,1)
Var(S)
(S—E(5)*

Var(S) X
Para o caso que S é um vetor de dimensao p temos que

[S— E(S)]"V 'S~ E(S)] ~ x{y)

onde
Cov(S)=V.

20



» Vamos denotar por b o estimador do vetor de parametros
3.

» Pode-se mostrar que, se a amostra tem tamanho grande,

E(b) =8

(b—B)TI(B)(b - B) ~ X,

ou

b~ N (3.18)")

onde /(3) € matriz de Informagéo de Fisher de 3 cujo
termo jk é dado por

o T XXk Oui ?
[1(8)]jk = — Var(Y)) <377i>

1



» No caso em que 3 tem apenas um parametro temos que,
para n grande

b~ N (5, /(ﬂ)“)

Z X2 (9/1,
Var(Y;) \ on;
» No caso dos MLG’s todos esses resultados s6 valem se a

amostra é grande.

» No caso dos modelos de Regressao Linear esses
resultados sao exatos.

onde




Exemplo:
» Vamos considerar o caso da distribuicdo Normal.

» Ele ndo deixa de ser um caso especifico dos MLG'’s.

» Veremos que os resultados coincidem com aqueles
obtidos no curso de Regressao Linear.

» Iremos considerar entdo que
2 T
Yi~ N(pj o) pi=x; 8

onde 3 é um vetor de parametros de dimensao p.

ki)



Exemplo: (continuacao)
» Vejamos como usar o Método Escore de Fisher para

estimar 3.
» Vamos obter a matriz W.
» Vimos que
1 (ow)?
Wi, = — | .
» Temos que
Var(Y;) = o2.
» Além disso 3
o 9K

24



Exemplo: (continuacao)

» Portanto
1 1

[W]ii = Var(Y) ~ o2

» Além disso
P (m=1) omj
zj=> Xykby Wi =n){ 5,
k=1 Hi

b(m 1)

I Mn

25



Exemplo: (continuacao)

» Vimos que a equacao de atualizacao do parametro é dada

por
XTWXb(™ = X"wz .

» E temos que

W=—lI
o2
z=Y
logo a equacdao fica
T xTxpm = 1 x7
2 oY
e portanto
b=(X"X)""X"y

que é justamente o estimador do minimos quadrados do
modelo de regresséo.
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Exemplo: (continuacao)
» Temos nesse caso que

b~ N(3.18)")

os termos da matriz de Informagéo de Fisher ficam

n 2 4
Y ()P R
[1(8)]jk = — Var(Y) (877,') - /Z—; a

» Temos entdo que

1
(8) = —5(X7X)

ou seja

I(8) = o*(X"X)~"

» Isso significa que
b~ N (B,UZ(XTX)_1>

que foi o mesmo resultado visto no curso de Regressao
Linear.



Exercicio: Verifique se a distribuicao normal inversa
pertence a familia exponencial. Caso isso seja verdade,
encontre o parametro canénico e a ligacao candnica
dessa distriuigéo.

1\ (v —pp
4
i~ (grn) oo {- Sy |

f(yi, 0i) = exp{yib(0;) + c(0;) + d(6:)} -
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