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Podemos ver o ajuste de um modelo a um conjunto de
dados como:

» uma forma de substituir y por fi
it € o vetor de médias estimado a partir do modelo.
Em Regresséao Linear, substuiamos y por y.

Objetivo: encontrar um modelo com poucos parametros tal
que essa substuitcao seja razoavel.

Os /i’s nao serao exatamente iguais aos y’s.

O quanto eles diferem?

Pequena discrepancia - toleravel.
Discrepancia grande - o modelo ndo esta bom.
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Suponha que ja encontramos:

» qual a distribuicdo adequada;
» qual a funcéo de ligagcao mais razoavel.

Temos entéo
Y; ~ familia exponencial canénica E(Y;) = uj = g(x/ 3) .

Objetivo: determinar quantos termos sdo necessarios no
preditor linear

X! B = Bo + Bi Xt + BaXig + -+ BoXip -

Se optamos por um niimero grande de termos:

» 0 modelo vai explicar bem os dados;
» vai ficar complexo e com muitos parametros a estimar.
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Se optamos por um modelo com poucas variaveis:

» 0 modelo é simples e facil de estimar;
» provavelmente ndo se ajustara bem aos dados.

Queremos encontrar um modelo intermediario.

Com n observacgdes qual o nimero maximo de parametros
que podemos ter? n.

Caso contrério, nao temos informacgéo suficiente para
estimar os parametros.

Para encontrarmos uma reta precisamos de pelo menos
dois pontos.



v

v

v

Funig }i¢ § o Deviance

Vejamos as nomenclaturas dos modelos.
Modelo Nulo:

» tem um Unico parametro (u);
» esse parametro € comum a todos os dados;
» ndo tem covariaveis;

ni=H.

Os y’s variam entre si apenas por causa do componente
aleatério.

Nao variam devido aos diferentes niveis das covariavies.
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Modelo Saturado ou Modelo Completo:

» tem o nimero maximo de parametros possivel (n);
» um parametro por observagao;
» nao existe erro aleatério.

Toda a variagcao é devida ao componente sistematico;

Os y’s variam por causa dos niveis diferentes das
covariaveis;

O modelo explica toda variabilidade dos dados.

ni = Po + B1Xin + BoXio + -+ + BnXin

onde n é o tamanho da amostra.
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O modelo nulo é simples demais.

O modelo saturado é nao informativo, apenas repete os
dados.

No modelo saturado podemos incluir ainda termos de
interacao.

Queremos comparar os modelos.

Encontrar um, que esteja entre o nulo e o saturado, e seja
adequado aos dados.

Vamos comparar modelos encaixados:

» um esté contido no outro;
» podemos ir de um para outro apenas acrescentando ou
excluindo covariaveis.



v

v

v

v

v

Funig }i¢ § o Deviance

Chamamos o modelo intermediario de p parametros
modelo corrente ou modelo sob pesquisa.

Devemos ou nao incluir uma variavel no modelo?
Esse parametro extra sera util?
Se nao incluimos o modelo fica mal ajustado?

Podemos usar uma medida para avaliar se 0 modelo esta
bem ajustado: Deviance ou Fungéo Desvio.

10
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Deviance ou Funcao Desvio
» Mede a qualidade de ajuste do modelo.
» E calculada como

D= 2[/(bmax; y) - I(bvy)]

onde
> I(bmax; ¥) € 0 maximo da log-verossimilhanga para o
modelo saturado;
» I(b,y) € 0o maximo da log-verossimilhanga para o modelo
sob pesquisa.
» Consiste em um teste da razao de verossimilhanga que
compara:
» 0 modelo saturado com o modelo corrente.

11
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D é grande se:

» 0 ajuste o modelo corrente é muito pior do que do
saturado.

D é pequeno se:

» 0 ajuste do modelo corrente néo é tao pior do que do
saturado.

O melhor ajuste possivel € obtido com o modelo saturado.
Pois ele explica toda a variablidade dos dados.

12
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Observe que essa estatistica pode ser escrita como

roron (T

O que isso te lembra?
Teste da Raz&o de Verossimilhanga.
Estamos no fundo fazendo um Teste da Razao.
Pode-se mostrar que a distribuicdo aproximada da
estatistica é

D~ X?nfp)
onde

» n é o numero de observagdes na amostra;
» p €& 0 numero de parametros do modelo.

13
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Exemplo:
» Considere uma amostra aleatoria
Y17Y2,~--7Ym

tal que Y; ~ Bin(n;, ;).
» Vamos encontrar a fungdo Deviance para esse caso.
» A funcao de verossimlhanca é dada por

n\ . .
fy, =) =] <y’,>7f,¥'(1 — )"
. I
I
tirando o logaritmo

iv.m) = 3= (09 (1)) = yilog(rm) + (m — y) og(1 ~ m))

i

-y (y,- log <1 Tﬁ,) + nilog(t = m) +log (Z))

14
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Exemplo: (continuacao)
» Vamos encontrar a log-verossimilhan¢a do Modelo
Saturado.

» No modelo saturado o valor predito é igual ao observado.

» O modelo ndo tem erro nenhum, se ajusta perfeitamente
aos dados.

» Temos entdo que )
(E(Y)) =Y

como E(Y;) = njm; temos que

(E(Y) =yi=#inj = # = I

n;

15
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Exemplo: (continuacao)
» Para obtermos o ponto onde a log-verossimilhanga basta:
» substituirmos o valor estimado #; na fungéao

i/ Nj n;
nas.y) = 3 (iog (122 + niog(t — y/m) + 10g ()

I

9)

16
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Exemplo: (continuacao)
» Vamos agora calcular a log-verossimilhanga maxima para
o modelo sob analise.
» Vamos denotar por #; as estimativas para os parametros
m; obtidas através do modelo.
» Os valores y; sdo preditos da seguinte maneira

Vi = nifti
onde 7; so o0s valores estimados a partir do modelo sob

analise.
» A log-verossimilhanga avaliada nesse ponto é dada por

I(b,y) =" (yflog (%) +milog(1 = Ji/m) +log (Z))

i

= Z (y, log <y, ’) +nj Iog(nly) + log <y,)>

—Z(y,log( y) +n,|og( )+Iog (y,))

17
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Exemplo: (continuacao)

» Vamos agora subtrair as duas fungbes para obter a
Deviance

D = 2[l(bmax;y) — I(b,y)]

Do [Z (y/ log <1{I/y,,7;n,> + nilog(1 — yi/n;) + log (;’)) _

i

i

Vi ni—Yi n;
ilo — | + njlo +lo
Z <yl 9 <f7i - Yi> rlog( n; ) 9 (M))]

]

Yi ni—Ji ni—Ji
=2|> ylog (% | —yilo + nilo ()
[, 4 g()’i) 4 g(”i_}/i> o9 ni—Yi ]
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Exemplo: (continuacao)

» Portanto
Vi ni—Yyi
ilog | % | +(ni—yi)lo ()
Zy, g(m) (i —yi)log | 17— ]

€ a funcao Deviance quando a veriavel resposta tem
distribuicdo Binomial.

D=2

190
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Exemplo:
» Considere uma amostra aleatoria

Y17Y27"'7Yn

s&o tais que Y; ~ N(u;, 0?).
» A média é modelada por

E(Y))=pi=x]8.

» A funcao de ligacdo? Identidade.

» Vamos encontrar a fungcdo Deviance nesse caso.
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Exemplo: (continuacao)
» A funcao de verossimilhanca é dada por

QY — 1 - (i—m)? 1 — s (i~ mi)?
0 =11 g ™" = ryp® ™
I

a log-verossimilhanca € dada por

1 n

- 202
i=1

n
(y,' — ,u,-)2 — = |Og(27T02) .

log(f(y: #)) = .
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Exemplo: (continuacao)
» Para o modelo saturado temos que a média estimada pelo
modelo é exatamente igual a observagéo.

» Portanto A
E(Y)=pi=yi.
» Para obtermos o ponto onde a log-verossimilhanga basta:
» substituirmos o valor estimado 7; na log-verossimilhanga

0g(F(y: 8)) = ~ 5.5 Z )2~ 2 log(270?)

=3 |Og(27r02) .

29



Funig }i¢ § o Deviance

Exemplo: (continuacao)
» Para o modelo sob analise temos que

E(Y)=pi=x/B

onde 3 e o estimador de 3.
» A log-verossimilhanga do modelo sob andlise fica entao

log(f(y; /) 202 Z glog(zmz)

29
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Exemplo: (continuacao)
» Temos entdo que

n
I(bmax,y) = — 5 |09(27T02)

1 ¢ Tm2 N 2
I(b,y) = 5,2 ;(y/ —X; B)" — > log(2m5°) .
» A Funcéo Deviance fica

D = 2[l(bmax,y) — I(b,y)]

ou seja

D=2

_g log(27wo?) — (—M Z(y/ —-x/B)? - g log(27o?) )]

i=1

24
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Exemplo: (continuacao)
» Ficamos entdo com

1 < » 5
D=2|55> (i X[BP?| = 5> (i~ X/ B
i=1 i

» Se desconsiderarmo so termo 1/02 esse termo
corresponde a que medida em regressao linear?

» Soma de quadrados dos residuos

~

.
e =Yyi—X 3.

25
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Exemplo:
» Considere uma amostra

Yi,Yo,..., Yo
independente tal que Y; ~ Poisson())).
» A funcéo de verossimilhanca é dada por
e
f(y> >‘) = H)‘ilid
; yit
portanto a log-verossimilhanga € dada por

log((y, X)) = > _ (yilog(Ai) — A — log(yi!))

ZY:‘ log(\;) — Z Ai — Z log(yi!) -

» Vamos econtrar a Deviance para esse modelo.
26
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Exemplo: (continuacao)
» Para o modelo saturado temos que a média estimada pelo
modelo é exatamente igual a observagao.

» Portanto A A
E(Y)=X=vy.

» Vamos substituir A; por y; na log-verossimilhanca

log(#( Zyllog Yi) Zy, Zlog yih)

27
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Exemplo: (continuacao)
» Vamos denotar por J\; a média estimada pelo modelo sob
andlise.

» Para obtermos a log-verossimilhanga no modelo sob
analise basta substituir esse valor na equacao

Zyllog ZA —Zlog yi')

» Temos entdo que

I(bmax,Y) = Zyi log(y;) — Zyi - Z log(y;!)
b,y) = ZYI' log(Ai) — Z:\i - Z log(y:!)

28
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Exemplo: (continuacao)
» A funcéo Deviance fica

D = 2[l(bmax,y) — I(b,y)]

—ZYIIOQ Yi) ZYI ZIOQ yit)—
<Z yilog(A;) — Z i — Z |09(Yi!)>
Yi R
- zi:y; log <A,> + XI:(A, -
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Exemplo: (continuacao)
» Vamos retomar um exemplo visto na aula anterior.
» A Tabela a seguir apresenta os dados observados

20
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Exemplo: (continuacao)

» A figura a seguir mostra o grafico de disperéo entre as
duas variaveis.

21
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Exemplo: (continuacao)
» O modelo ajustado foi 0 seguinte

i = 7,4516 + 4,9353x;

» A tabela a seguir mostra os valores necessarios para o
calculo da Deviance

29
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Exemplo: (continuacao)
» A Deviance é dada por

D = 2[0,94735 — 0] = 1,8947 .

» Vocé acha que o modelo esta bem ajustado?
» Aparentemente sim, pois a Deviance é pequena.

29
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A Deviance é sempre maior ou igual a zero.

Quando aumentamos o0 numero de variaveis o que
acontece?

O ajuste do modelo aos dados melhora.

A Deviance diminui.

Qual a Deviance do modelo saturado? Zero.
Entao esse € o modelo ideal? Nao.

O modelo tem muitos parametros.

24
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» Precisamos verificar se:
» aredugdo na Deviance justifica inclusdo de uma nova
variavel.
» Vejamos agora como testar adequacdo do modelo usando
a Deviance.

» Pode-se mostrar que, se 0 modelo é adequado
2
D~ Xn—p

onde

» né otamanho da amostra;
» p €& 0 numero de pardmetros do modelo.

25
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Exemplo:

Considere o0 exemplo da Regressao de Poisson.
O valor calculado da Deviance foi de

D =1,8947.

v

v

v

Nessecasop=2en=09.
Se 0 modelo esta bem ajustado

v

D~ 2.

v

Qual o valor esperado da distribuicao? 7.
Vocé acha que o modelo esta bem ajustado?

O modelo néo € bem ajustado para valores pequenos ou
grandes de D? Grandes.

A Deviance observada é bem menor que o esperado, 0
modelo esta bem ajustado.

A Deviance é pequena, se comparada com o que seria
esperado. = Modelo bem ajustado!

v

v

v
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Exemplo:

» Hipéteses:
Hop : O modelo esta bem ajustado (Deviance Pequena)

H; : O modelo esta mal ajustado (Deviance Grande)

O teste é da forma:

» se D < x2 0 modelo est4 bem ajustado;
» se D > x% o0 modelo estd mal ajustado (Rejeita Hp).

v

v

Rejeita para valores grandes da Deviance.
Teste unilateral a direita.

v

v

Considerando o = 5%, o valor critico é

X% =0,014 poisP(x2 < 0,014) = 0,95.

27
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Exemplo:

» A figura a seguir mostra a densidade da x2 com os valores
observados e critico em destaque.

» Rejeita-se Hp.

29
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Exemplo:

» O cédigo em R usado para fazer o grafico encontra-se a
sequir.
curve (dchisqg(x,7), from=0, to=20, ylab=expression (t
, xlab=expression (f (theta)))
abline (v=1.8947,col="red’)
abline (v=0.014, col="blue’)
legend ("topright",c("Valor observado", "Valor cri
, fill=c("red", "blue"))

209
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Observacao

» Além de testarmos o ajuste do modelo, podemos testar a
significancia dos parametros individualmente.

» Isso é feito usando a distribuicao assintética

b~ N, I(B)

» Veremos como fazer esse teste no R na proxima aula..
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