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Objetivos

Ao final deste capitulo vocé deve ser capaz de:

» Entender e descrever espagos amostrais e eventos para
experimentos aleatérios.

» Interpretar probabilidades.

» Calcular probabilidades de eventos em espagos amostrais
discretos.

» Usar combinagdes permutagdes para contar nUmero de
resultados.
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Espagos Amostrais e Eventos
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Espacos Amostrais e Eventos

Experimentos Aleatdrios

Experimento Aleatorio

» Um experimento que pode fornecer diferentes resultados,
mesmo sendo repetido toda vez da mesma maneira.

Erica Castilho Rodrigues Probabilidade - aula |



Espacos Amostrais e Eventos

Experimentos Aleatorios

Exemplo:

» Se medimos a corrente em um fio, estamos conduzindo
um experimento.

» Em repeticdes didrias dessas medidas, os resultados
poderao diferir levemente.

» Isso pode ocorrer por causa de variagdes em variaveis
que nao estamos controlando, como:

» variagdes na temperatura;
» variacdes nos medidores;
» impurezas na composicao quimica do fio.
» Dizemos entdo que esse experimento tem um
componente aleatorio.
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Espacos Amostrais e Eventos

Experimentos Aleatorios

» Nao importa quao cuidadosamente o experimento tenha
sido planejado, a variacao esta quase sempre presente.

» Sua magnitude pode ser tdo grande que as conclusées do
experimento podem nao ser tao 6bvias.

» Precisamos entdo de métodos para modelar e analisar os
resultados desses experimentos.
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Espacos Amostrais e Eventos

Experimentos Aleatorios

Queremos compreender, quantificar e modelar variagdes
que encontramos com frequéncia.

Modelos que incluem variagéo nao sdo diferentes de
modelos de outras dreas como engenharia e ciéncia.

Por exemplo, as Leis de Newton ndo sdo uma descrigéo
perfeita do nosso universo fisico.

Porém sdao modelos Uteis para quantificar o desempenho
de produtos em engenharia.
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Espacos Amostrais e Eventos

Experimentos Aleatorios

Precisamos formular uma abstracdo matematica do
fendmeno estudado.

E valida-la com medidas de nosso sistema.

O modelo pode, entao, ser usado para entender aspectos
do sistema fisico.

Pode ser usado ainda para prever a resposta do sistema a
alimentacao de dados (inputs).
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Espacos Amostrais

» Para modelar um experimento aleatério devemos entender
o conjunto de resultados possiveis.

» Esse conjunto de resultados possiveis € denominado
espaco amostral

» O espaco amostral é geralmente definido baseado nos
objetos da analise.

Espaco Amostral

Conjunto d,e todos os resultados possiveis de um experimento
aleatério. E denotado por S.
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Espacos Amostrais

Exemplo:

» Medir a espessura de uma peca plastica moldada.
» O valor da espessura depende de:

» resolucao do instrumento de medicao;
» dos limites superior e inferior da espessura.

» Podemos, porém, simplesmente definir o espago amostral
como a linha real positiva

S=R"={x|x >0}

» Pois a espessura ndo pode assumir valores negativos.
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Espacos Amostrais

» Se sabemos que todas pecas tem espessura entre 10 e 11
milimetros, podemos definir

S:
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Espacos Amostrais

» Se sabemos que todas pecas tem espessura entre 10 e 11
milimetros, podemos definir

S={x]10<x <11}

» Se queremos considerar apenas o fato da peca ter
espessura baixa, média ou alta, pode-se considerar

S:
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Espacos Amostrais

» Se sabemos que todas pecas tem espessura entre 10 e 11
milimetros, podemos definir

S={x]10<x <11}

» Se queremos considerar apenas o fato da peca ter
espessura baixa, média ou alta, pode-se considerar

S = {baixa, média, alta}

» Se queremos avaliar se a peca obedece ou ndo a
determinadas especificacées podemos dizer que

S:
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Espacos Amostrais

» Se sabemos que todas pecas tem espessura entre 10 e 11
milimetros, podemos definir

S={x]10<x <11}

» Se queremos considerar apenas o fato da peca ter
espessura baixa, média ou alta, pode-se considerar

S = {baixa, média, alta}

» Se queremos avaliar se a peca obedece ou ndo a
determinadas especificacées podemos dizer que

S = {sim, ndo}
que indica se as pec¢as obedecem ou nao.
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Espacos Amostrais

Existem dois tipos de espacos amostrais:

Discreto

Consiste em um conjunto finito ou infinito contavel de
resultados.

Continuo

Contém um intervalo (tanto finito quanto infinito) de nimeros
reais.
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Espacos Amostrais

No exemplo anterior:
» S = R é um espaco amostral continuo;

» S = {sim, ndo} & um espago amostral discreto.

A escolha do espago amostral depende do objetivo do estudo.
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Espacos Amostrais

Exemplo:
» Se dois conectores sao selecionados.
» Medimos a espessura de cada um deles.
» Podemos estender o espaco amostral anterior.

» O espaco amostral sera o quadrante positivo

S=R"x R"
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Espacos Amostrais

Se queremos apenas saber se 0s conectores seguem ou
ndo determinadas especificagdes.

Abreviamos sim ou ndo para s e n.

sn indica que o primeiro conector obedece e 0 segundo
ndo; os demais sao anélogos.

O espaco amostral é representado por:
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Espacos Amostrais

Se queremos apenas saber se 0s conectores seguem ou
ndo determinadas especificagdes.

Abreviamos sim ou ndo para s e n.

sn indica que o primeiro conector obedece e 0 segundo
ndo; os demais sao anélogos.

O espaco amostral é representado por:
S ={ss, sn, ns, nn}

Se estivermos interessados apenas no nimero de pecas
conformes na amostra
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Espacos Amostrais

Se queremos apenas saber se 0s conectores seguem ou
ndo determinadas especificagdes.

Abreviamos sim ou ndo para s e n.

sn indica que o primeiro conector obedece e 0 segundo
ndo; os demais sao anélogos.

O espaco amostral é representado por:
S ={ss, sn, ns, nn}

Se estivermos interessados apenas no nimero de pecas
conformes na amostra

S={0,1,2}
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Espacos Amostrais

» Considere outro experimento.

» A espessura € medida até que o conector nao satisfaca as
especificacdes.

» O espaco amostral é dado por
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Espacos Amostrais

» Considere outro experimento.

» A espessura € medida até que o conector nao satisfaca as
especificacdes.

» O espaco amostral é dado por
S ={n, sn, ssn, sssn, e assim por diante}

esse é um exemplo de espaco discreto que infinito
contavel.
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Espacos Amostrais

Considere outro experimento.

A espessura é medida até que o conector nao satisfaca as
especificacdes.

O espaco amostral é dado por
S ={n, sn, ssn, sssn, e assim por diante}

esse é um exemplo de espaco discreto que infinito
contavel.

E se quisermos contar o numero de vezes que foram feitas
medicdes?
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Espacos Amostrais

Considere outro experimento.

A espessura é medida até que o conector nao satisfaca as
especificacdes.

O espaco amostral é dado por
S ={n, sn, ssn, sssn, e assim por diante}

esse é um exemplo de espaco discreto que infinito
contavel.

E se quisermos contar o numero de vezes que foram feitas
medicdes?
S={1,2,3,...}
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Espacos Amostrais

» Muitos experimentos envolvem a sele¢éo de objetos
dentro de um grupo.

» Como retirar bolas de uma urna.

» Devemos indicar se o item sera reposto ou (com
reposicao) ou ndo (sem reposicao) antes da préxima
selecao.
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Espacos Amostrais

Exemplo:

Temos trés itens {a, b, c}.

Vamos selecionar dois itens sem reposicao.
O espaco amostral é dado por

v

v

v

Ssem = {ab, ac, ba, bc, ca, cb} .

Consideramos a ordem os elementos retirados:
» ab e ba sdo elementos distintos do espago amostral.

Se nao considerarmos a ordem o espago amostral se
reduz a

v

v

Ssem =
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Espacos Amostrais

Exemplo:

Temos trés itens {a, b, c}.

Vamos selecionar dois itens sem reposicao.
O espaco amostral é dado por

v

v

v

Ssem = {ab, ac, ba, bc, ca, cb} .

Consideramos a ordem os elementos retirados:
» ab e ba sdo elementos distintos do espago amostral.

Se nao considerarmos a ordem o espago amostral se
reduz a

v

v

Ssem = {{a> b}v {av C}> {bv C}} :
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Espacos Amostrais

Exemplo:
» Temos novamente trés itens {a, b, c}.
» Selecionamos dois itens com reposicao.

» Os resultados possiveis passam a ser

Scom =
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Espacos Amostrais

Exemplo:
» Temos novamente trés itens {a, b, c}.
» Selecionamos dois itens com reposicao.

» Os resultados possiveis passam a ser

Scom = {aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc} .

» Observacgées: a amostragem sem reposicao € mais
comum em aplicagdes industriais.
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Espacos Amostrais

Em alguns casos ndo é necessério especificar o item
exato, mas somente uma propriedade.

Suponha que em um conjunto de itens:
» existem 5 defeituosos e 95 bons.

Selecionamos dois itens sem reposigao.
Seja b um item bom e d o item defeituoso.

E suficiente descrever o espago amostral em termos da
qualidade dos itens

Erica Castilho Rodrigues Probabilidade - aula |
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Espacos Amostrais

Em alguns casos ndo é necessério especificar o item
exato, mas somente uma propriedade.

Suponha que em um conjunto de itens:
» existem 5 defeituosos e 95 bons.

Selecionamos dois itens sem reposigao.
Seja b um item bom e d o item defeituoso.

E suficiente descrever o espago amostral em termos da
qualidade dos itens

S ={bb, bd, db, dd} .
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Espacos Amostrais

» Observe que existem muito mais pares de itens em que
ambos séo bons.

» Estamos porém apenas listando os resultados possiveis.

» Essas diferencas serdo consideradas quando calcularmos
probabilidades.
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Espacos Amostrais

» Uma outra forma de descrever espacos amostrais é
através de diagrama em forma de arvore.

» Usado quando podemos construir o espaco amostral em
varias etapas.

» Podemos representar da seguinte forma:

>

no primeiro ramo, cada uma das ny maneiras de completar
a primeira etapa;

no segundo ramo, cada uma das n, maneiras de
completarmos a segunda etapa;

assim por diante.
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Espacos Amostrais

Exemplo:
» Um sistema digital recebe mensagens.
» Elas sao classificadas conforme séo recebidas dentro de
um tempo especificado.
» Trés mensagens sao classificadas, temos o seguinte
espaco amostral.

Message ] ————————————————————a.

Message 2 ——————————$T—————————— > -
on tm/ R on ln/ N
Message 3 —————s————————— So-———
F_i:“ re l":' Tree on time late on time late on time late on time late
diagram for three
o . ¢ . o . o .

messages.
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Espacos Amostrais

Exemplo:

» Um fabricante de automéveis prové veiculos equipados
com opcionais selecionados.

» Cada veiculo é ordenado:

» com ou sem transmissdo automatica;

» com ou sem ar condicionado;

» com uma das trés escolhas de sistema estéreo;
» com uma das quatro cores exteriores.
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» Esse espaco amostral tem 48 resultados possiveis
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Espacos Amostrais

» Esse espago amostral tem 48 resultados possiveis
(2x2x3x4).

» O espaco amostral pode ser representado pelo seguinte
diagrama:

Transmission
Automatic Manz|

Air conditioning
n=48
Yes No Yes No
Stareo
-

Figure 2-6  Tree diagram for different types of vehicles.
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Eventos

» Frequentemente estamos interessados em um conjunto de
resultados possiveis.

» Podem ser descritos com subconjuntos do espaco
amostral.

» Podemos aplicar também operacgdes de conjuntos.

Evento
Subconjunto do espaco amostral de um experimento aleatério. J
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Eventos

» Podemos estar interessados em novos eventos a partir de
combinacdes dos eventos existentes.

» Como sao subconjuntos, podemos usar operagdes
basicas de conjuntos.
» As principais operacgdes:
> unido;
» intersecéo;
» complemento.
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Eventos

Unido entre dois enventos

Todos resultados que estao contidos em cada um dos dois
eventos. Notagdo: Eq U E,.

Intersecao entre dois eventos

Todos resultados que estao nos dois eventos simultaneamente.
Notagao: E1 N E»

Complemento de um evento

Conjunto dos resultados do espago amostral que nao estao no
evento. Notagdo: o complemento de E é denotado por E’.
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Eventos

Exemplo:
» Considere o espago amostral do exemplo anterior

S ={ss, sn, ns, nn}.

» Seja E; o subconjunto dos resultados para os quais no
minimo uma peca é conforme

Ey =

Erica Castilho Rodrigues Probabilidade - aula |



Eventos

Exemplo:
» Considere o espago amostral do exemplo anterior

S ={ss, sn, ns, nn}.

» Seja E; o subconjunto dos resultados para os quais no
minimo uma peca é conforme

Ei ={ss, sn, ns,}.

» Seja E, o subconjunto dos resultados para os quais no
minimo uma peca é ndo-conforme

E, =
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Eventos

Exemplo:
» Considere o espago amostral do exemplo anterior

S ={ss, sn, ns, nn}.

» Seja E; o subconjunto dos resultados para os quais no
minimo uma peca é conforme

Ei ={ss, sn, ns,}.

» Seja E, o subconjunto dos resultados para os quais no
minimo uma peca é ndo-conforme

E> = {sn, ns, nn} .
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» Encontre:

> E1UE2
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» Encontre:

> E,UE,
> ENEs

>E4

E1UE2:S

EyNE, = {sn, ns}
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» EfUE

EiUE, =S
» EiNE

EinE = {sn, ns}
> E‘;

Ej ={nn}.
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Eventos

» Podemos usar diagramas de Venn para descrever
relagdes entre eventos.

AmnB

{a) {c)

Figura: Diagramas de Venn
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Eventos mutuamente excludentes
Dois eventos E; e E, tais que

E1ﬂE2:(Z).

(&)

Figura: Eventos mutuamente excludentes.
~ EricaCastilhoRodrigues Probabilidade - aula |
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Eventos

Resultados adicionais sobre conjuntos:
» Pela definicdo de complemento

(E'Y =E.
» Lei distributiva
(AUB)NC=(AnC)uU(BNC)
(AnB)uC=(AuC)n(BUC)

(AuBInC

A B

(d)
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» Lei DeMorgan:

(ANBY =AUB e (AUB)=ANB
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Técnicas de Contagem
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Técnicas de Contagem

» Em muitos exemplos é facil determinar o nimero de
resultados em cada evento.

» Em exemplos mais complicados podem ser necessarias
algumas técnicas de contagem.
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Técnicas de Contagem

Regra da Multiplicacao

» Se uma operacao puder ser descrita em k etapas e
» se o numero de maneiras de completar a etapa 1 for ny;

» numero de maneiras de completar a etapa 2 for n,
» e assim por diante.
» O numero total de completar a operacao sera

n X no...Ng.
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Técnicas de Contagem

Permutacdes
» Numero de sequéncias ordenadas de um conjunto.

» O numero de permutagdes de n elementos é n! sendo

n=nx(n-1)xn-2)---x2x1.

v

Coloca-se na primeira posicao um dos n elementos.

v

Seleciona-se para segunda posicao um dentre os n — 1
restantes.

E assim sucessivamente.

v
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Técnicas de Contagem

Permutagdes de subconjuntos

» Podemos estar interessados no niumero de arranjos de
alguns elementos do conjunto.

» O numero de permutacgdes de subconjuntos de r
elementos selecionando em n elementos é dado por

n!
Pr= (n—r)t
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Técnicas de Contagem

Exemplo:
» Um placa de circuito tem oito localiza¢6es diferentes.
» Quatro componentes distintos sédo colocados na placa.
» Quantos projetos diferentes sao possiveis?
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Técnicas de Contagem

Exemplo:
Um placa de circuito tem oito localizacbes diferentes.
Quatro componentes distintos sédo colocados na placa.
Quantos projetos diferentes sao possiveis?
Precisamos selecionar uma localizagéo entre as 8 para a
primeira componente.
Uma localizacao dentre as sete restantes para a segunda
e assim por diante.
O numero de projetos possiveis é dado por

8!

8 _ — =
P4—8><7><6><5—4!

v

v

v

v

v

v
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Técnicas de Contagem

Permutacgdes de objetos similares

» Podemos querer contar sequéncias ordenadas de objetos

nao todos diferentes.

» O numero de permutagbesde n=ny+no+---+n,
objetos.

» Nos quais ny sdo de um tipo, n. de um segundo tipo, ...

ny de um r-ésimo tipo.
» O total de resultados possiveis é

n!
nino!...nl

, €
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Técnicas de Contagem

Exemplo:

» Uma peca é marcada pela impressao de:

» 4 linhas espessas;
» 3 linhas médias;
» 2 linhas finas.

» Cada ordenacao das 9 linhas representa um marca
diferente.

» O total de marcas possiveis € dado por
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Técnicas de Contagem

Exemplo:

» Uma peca é marcada pela impressao de:

» 4 linhas espessas;
» 3 linhas médias;
» 2 linhas finas.

» Cada ordenacao das 9 linhas representa um marca
diferente.

» O total de marcas possiveis € dado por

9!
413121
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Técnicas de Contagem

Combinacoes

» Queremos contar o nimero de subconjuntos de r
elementos a partir de um conjunto de n elementos (r < n).

» A ordem ndo é importante.

» O numero total de resultados possiveis é dado por

=)=
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Técnicas de Contagem

Exemplo:

» Um componente pode ser colocado em 8 localizagoes
diferentes uma placa de circuito.

» Cinco componentes idénticos sdo colocados na placa.

» Cada projeto € um subconjunto das 8 localizagbes que
podem conter os componentes.

» O numero total de projetos é

Erica Castilho Rodrigues Probabilidade - aula |



Técnicas de Contagem

Exemplo:

» Um componente pode ser colocado em 8 localizagoes
diferentes uma placa de circuito.

» Cinco componentes idénticos sdo colocados na placa.

» Cada projeto € um subconjunto das 8 localizagbes que
podem conter os componentes.

» O numero total de projetos é

8!
g_ O
Cs = 5131
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Técnicas de Contagem

Exemplo (amostragem sem reposicao):
» 50 itens sdo fabricados.
» 3 séo defeituosos e 47 sdo nao-defeituosos.
» Uma amostra de 6 itens é selecionada.

» Quantas amostras tém exatamente 2 itens defeituosos?
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Solucao:

» Primeiro selecionamos 2 dois dos 3 itens defeituosos
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Técnicas de Contagem

Solucao:
» Primeiro selecionamos 2 dois dos 3 itens defeituosos

(&)

» Depois selecionamos 4 dentre os 47 itens ndo defeituosos
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Técnicas de Contagem

Solucao:
» Primeiro selecionamos 2 dois dos 3 itens defeituosos

(&)

» Depois selecionamos 4 dentre os 47 itens ndo defeituosos

47
4 )
» O numero total de possibilidades, usando a regra da
multiplicagéao € dado por
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Técnicas de Contagem

Solucao:
» Primeiro selecionamos 2 dois dos 3 itens defeituosos

3
o)
» Depois selecionamos 4 dentre os 47 itens ndo defeituosos
47
4 )
» O numero total de possibilidades, usando a regra da
multiplicagéao € dado por

(6) < (5)

Erica Castilho Rodrigues Probabilidade - aula |



	Espaços Amostrais e Eventos
	Experimentos Aleatórios

	Espaços Amostrais
	Eventos
	Técnicas de Contagem

