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Regressao Linear Simples na Forma Matricial

ANOVA em forma matricial
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» Quando ha apenas uma variavel explicativa X, temos um
problema de regressao linear simples

Yi = Bo+ B1Xi + €

onde ¢; ~™@ N(0, 52).
» Quando ha pelo menos duas variaveis explicativas

X1, X2,...,Xp
temos um problema de regressao linear maltipla:
Yi = Bo+ b1 X+ B Xi+ - + BpXi + €

onde ¢ ~™@ N(0, 52).



» Estudamos a influéncia ou explicagao conjunta das
variaveis X’ na variavel Y.

» A interpretacao de 8y muda?



» Estudamos a influéncia ou explicagao conjunta das
variaveis X’ na variavel Y.

» A interpretacao de Sy muda? Nao.
» Qual a interpretagao?



Estudamos a influéncia ou explicagdo conjunta das
variaveis X’ na variavel Y.

A interpretacdo de Sy muda? Nao.
Qual a interpretagao?

5o € o valor esperado de Y quando todas variaveis sao
iguais a zero.

Se alguma das variaveis nao puder assumir valor zero, /3
perde essa interpretacao.

Mesmo assim ele deve continuar na equacgéo.
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A interpretacao dos coeficientes

ﬁhﬁZ»---»ﬁp

¢ feita separadamente para cada variavel, mantendo as
demais fixas.

Por exemplo, se p = 2.

(1 representa a variacao esperada em Y quando X;
aumenta em uma unidade e X5 é mantida fixa.

Qual interpretagéo do (5,?
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A interpretacao dos coeficientes

ﬁhﬁZ»---»ﬁp

¢ feita separadamente para cada variavel, mantendo as
demais fixas.

Por exemplo, se p = 2.

(1 representa a variacao esperada em Y quando X;
aumenta em uma unidade e X5 é mantida fixa.

Qual interpretagéo do (5,?

B> representa a variacao esperada em Y quando Xs
aumenta em uma unidade e X; é mantida fixa.



Exemplo
» Fonte:CRISP- Informativo no 1, dez/2001, pg. 12.

» Deseja-se analisar incidéncia de roubos nas unidades de
planejamento de Belo Horizonte.

» Quais variaveis podem explicar?



Exemplo

>

>

Fonte:CRISP- Informativo no 1, dez/2001, pg. 12.

Deseja-se analisar incidéncia de roubos nas unidades de
planejamento de Belo Horizonte.

Quais variaveis podem explicar?

Renda, porcentagem de area comercial, indice de
protecdo social.

Variavel Resposta:
Y=logaritmo do numero de roubos nasunidades de
planejamento.
Precisamos da transformacao pois a variavel Y é uma
contagem, logo nao segue distribuicado normal.



Exemplo (continuacao)
» As variaveis explicativas sdo as seguintes:

X; = { renda média do chefe da familia (délares)}

X> = { porcentagem de area comercial }
X5 = { indice de Protecéo Social }
» O modelo ajustado é o seguinte

In(roubo) = 3.94+-0.00086(renda)+0.244(% de comércio)—0.529(/PS)



Exemplo (continuacao)
» Vamos interpretar os parametros do modelo.
Nesse caso [y nao tem sentido pratico.

» Como a variavel resposta esta na escala logaritimica, a
interpretacao modificia um pouco.

Vejamos qual interpretacao de f;.
Quais variaveis mantemos fixas?
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Exemplo (continuacao)
» Vamos interpretar os parametros do modelo.
» Nesse caso Sy ndo tem sentido pratico.

» Como a variavel resposta esta na escala logaritimica, a
interpretacao modificia um pouco.

» Vejamos qual interpretacao de 4.
» Quais variaveis mantemos fixas?
» % de area comercial e IPS.



Exemplo (continuacao)

» Suponha que a renda média do chefe de familia aumenta
em 1 déblar.

» Qual aumento esperado no In(roubo)?

10



Exemplo (continuacao)

» Suponha que a renda média do chefe de familia aumenta
em 1 déblar.

» Qual aumento esperado no In(roubo)? 0,00086.
» E se arenda aumenta em 100 délares?
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Exemplo (continuacao)

» Suponha que a renda média do chefe de familia aumenta
em 1 déblar.

» Qual aumento esperado no In(roubo)? 0,00086.
» E se arenda aumenta em 100 dolares? 0,086

In(roubo) = 3.9+ 0.00086(renda)+0.244(% de comércio) —0.529(/PS)

In(roubo™) = 3.9+0.00086(renda+100)+0.244(% de comércio)—0.529(/PS)
In(roubo™) — In(roubo) =
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Exemplo (continuacao)

» Suponha que a renda média do chefe de familia aumenta
em 1 déblar.

» Qual aumento esperado no In(roubo)? 0,00086.
» E se arenda aumenta em 100 dolares? 0,086

In(roubo) = 3.9+ 0.00086(renda)+0.244(% de comércio) —0.529(/PS)

In(roubo™) = 3.9+0.00086(renda+100)+0.244(% de comércio)—0.529(/PS)
In(roubo™) — In(roubo) = 0.00086(renda+ 100) — 0.00086(renda)

10



Exemplo (continuacao)

» Suponha que a renda média do chefe de familia aumenta
em 1 déblar.

» Qual aumento esperado no In(roubo)? 0,00086.
» E se arenda aumenta em 100 dolares? 0,086

In(roubo) = 3.9+ 0.00086(renda)+0.244(% de comércio) —0.529(/PS)

In(roubo™) = 3.9+0.00086(renda+100)+0.244(% de comércio)—0.529(/PS)
In(roubo™) — In(roubo) = 0.00086(renda+ 100) — 0.00086(renda)

= 0.00086(100) = 0.086

ou seja
In(roubo*) = In(roubo) + 0.086
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Exemplo (continuacao)
» Vamos tirar o logaritmo dos dois lados da equagéo

In(roubo™) = In(roubo) + 0.086

ficamos com
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Exemplo (continuacao)
» Vamos tirar o logaritmo dos dois lados da equagéo

In(roubo™) = In(roubo) + 0.086
ficamos com

roubo* = exp{In(roubo) + 0.086} =

11



Exemplo (continuacao)
» Vamos tirar o logaritmo dos dois lados da equagéo

In(roubo™) = In(roubo) + 0.086
ficamos com
roubo* = exp{In(roubo) + 0.086} = roubo(exp{0.086})
como exp{0.086} = 1.0898 entdo
roubo* = 1.0898(roubo) .

» Qual a variacdo percentual no nimero de roubos quando
a renda aumeenta em 100 ddlares e as demais variaveis
sao mantidas fixas?
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Exemplo (continuacao)
» Vamos tirar o logaritmo dos dois lados da equagéo

In(roubo™) = In(roubo) + 0.086
ficamos com
roubo* = exp{In(roubo) + 0.086} = roubo(exp{0.086})
como exp{0.086} = 1.0898 entdo
roubo* = 1.0898(roubo) .

» Qual a variacdo percentual no nimero de roubos quando
a renda aumeenta em 100 ddlares e as demais variaveis
sao mantidas fixas?

» O roubo aumenta em 8.98%.
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Exemplo (continuacao)
» Qual interperetacao de 35?
» Matemos fixas quais variaveis?
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Exemplo (continuacao)
» Qual interperetacao de 35?
» Matemos fixas quais variaveis?
» Rendae IPS.

» Suponha que a porcentagem de area comercial aumenta
em uma unidade (um ponto percentual).

» Qual aumento esperado no In(roubo)?
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Exemplo (continuacao)

» Qual interperetacao de 35?

» Matemos fixas quais variaveis?
Renda e IPS.

Suponha que a porcentagem de area comercial aumenta
em uma unidade (um ponto percentual).

Qual aumento esperado no In(roubo)?0.244
O que isso significa?
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Exemplo (continuacao)

>

>

>

>

Qual interperetacao de (35?
Matemos fixas quais variaveis?
Renda e IPS.

Suponha que a porcentagem de area comercial aumenta
em uma unidade (um ponto percentual).

Qual aumento esperado no In(roubo)?0.244
O que isso significa?

roubo* = (exp{0.244})roubo
como (exp{0.244}) = 1.276 temos que

roubo* = 1.276roubo
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Exemplo (continuacao)

» O que isso significa?
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Exemplo (continuacao)
O que isso significa?
Espera-se um aumento de 27.6% no numero de roubos

quando a ocupagao compercial aumenta em um ponto
percentual e as demais variaveis sdo mantidas fixas

Vejamos a intrepretacio de fs.
Qual variagédo esperada no In(roubo)?
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Exemplo (continuacao)
O que isso significa?
Espera-se um aumento de 27.6% no numero de roubos

quando a ocupagao compercial aumenta em um ponto
percentual e as demais variaveis sdo mantidas fixas

Vejamos a intrepretacio de fs.
Qual variagdo esperada no In(roubo)?-0.529
O que isso significa?
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Exemplo (continuacao)

>

>

O que isso significa?

Espera-se um aumento de 27.6% no numero de roubos
quando a ocupagao compercial aumenta em um ponto
percentual e as demais variaveis sdo mantidas fixas

Vejamos a intrepretacio de fs.
Qual variagdo esperada no In(roubo)?-0.529
O que isso significa?

roubo* = (exp{—0.529})roubo
como (exp{—0.529}) = 0.948 temos que

roubo* = 0.948roubo
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Exemplo (continuacao)

» O que isso significa?

DA



Exemplo (continuacao)
» O que isso significa?
» Espera-se uma redugéo de 5.2% no numero de roubos
quando o IPS aumenta em uma unidade e as demais
variaveis sdo mantidas fixas

» Observe que uma reducao de 5.2% equivale a multiplicar
po 0.948.

14



Regresséo Linear Simples na Forma Matricial
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Regressao Linear Simples na Forma Matricial

» Podemos escrever o modelo de regressao linear simples
de forma matricial.

» A solugdo obtida pode ser usada para qualquer modelo de
regressao linear.

» Pode ser usada para um modelo de Regresséao Linear
Multipla

Yi = Bo+ b1 X+ B Xi+ - + BpXi + €

onde ¢; ~™ N(0, 52).

16



Regressao Linear Simples na Forma Matricial

» O modelo de Regressao Linear Simples é dado por
%:50"1'61)(1'_"6/ para i:172>"'7n
ou seja

Yio = Bo+B1X +e
Yo = Bo+piXe+e

Yo = Bo+B1Xn+e€n

17



Regressao Linear Simples na Forma Matricial

» Como podemos reescrever esse sistema usando
matrizes? (fazer no quadro)

18



Regressao Linear Simples na Forma Matricial

» Como podemos reescrever esse sistema usando
matrizes? (fazer no quadro)

Y Bo B1 X1 €1
Yo Bo B1Xo €2
=10 ]

)./n /8.0 B .Xn 6.n
Y; 1 Xi €1
NECINETY R
Y, 1' X len
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Regressao Linear Simples na Forma Matricial

Y X €
Y=X3+¢€
onde

Y: vetor n x 1 de observagdes da variavel resposta

X: matriz n x 2 de observacdes da variavel explicativa
3: vetor 2 x 1 de parametros

€: vetor n x 1 dos erros

19



Regressao Linear Simples na Forma Matricial

» Vejamos como ficam os estimadores de minimos
quadrados.
» Queremos minimizar a soma dos quadrados dos residuos

SQE=S"(V,- ¥R =3¢

» Podemos reescrever da seguinte maneira

€1
2 €2 /
SQE:Ze,-:[q & ... ey |. | =¢ee
i e
onde R
€1 Y — Y
e Y, — Y.
o .2 _ 2. 2 _Y_Xg

A~

en Yn - Yn

20



Regressao Linear Simples na Forma Matricial

» Temos entdo que
SQE =e'e = (Y — XB)' (Y — X3)

(fazer no quadro)

21



Regressao Linear Simples na Forma Matricial

v

Temos entdo que
SQE =¢e'e = (Y - X3) (Y — X3)
(fazer no quadro)
= (Y = (XB))(Y = XB) = (Y = BX)(Y — XB)
=YY -38XY-YXB+3XX3

observe que como 3 tem dimensdo 2 x 1 e X tem
dimensao n x 2 entdo

BXY = B, oXou Yot = (BX) 1, Yox1 = (BXY),,
» Portanto 3’X’'Y é um escalar e
BXY = (BXY) =YX3

21



Regressao Linear Simples na Forma Matricial

» Entdo a SQE fica
SQE =YY - 3@XY -YX3+ BXX3
=YY -YX3-YXB+3XX3
=YY - 2Y'X3 + B'X'X3

29
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Regressao Linear Simples na Forma Matricial

Queremos encontrar o vetor 3 que minimiza a SQE.
Vamos derivar SQE em relagéo a 3.
Vamos usar os seguintes resultados

Ob’Ax

ox (b'AY
se A é simétrica o’ Ax
x 2Ax
Temos que
a\g;(ﬂ = (Y'X)' =XY
OBXXB =2X'X3

B

29



Regressao Linear Simples na Forma Matricial

» Portanto
OSQE _ Y'Y —2Y'XB + ﬂ’X’Xﬂ / /
9B e =2X'Y +2X'X3 .

» Igualando a derivada a zero ficamos com
—2X'Y +2X'X3 =0

implica que / /
X'X3 =XY

se X'X for inversivel, podemos multiplicar por (X’X)‘1 dos
dois lados

(X'X)' X'’X8 = (X'X) ' X'Y.

24
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Regressao Linear Simples na Forma Matricial

Concluimos asssim que o estimador de minimos
quadrados de 3 é dado por

B=(XX)""XY.

Esse resultado é vélido para p variaveis explicativas.
No caso da regresséo linear simples o vetor 3 é 2 x 1.
No caso genérico com p variaveis 3 é (p+ 1) x 1.
Aparece p + 1 por causa do [Sg.

25
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Regressao Linear Simples na Forma Matricial

Vamos mostrar que para o caso da regressao linear
simples os resultados coincidem com aqueles obtidos
anteriormente.

A Regressao Linear Simples € um caso particular da
Regresséao Linear Multipla.

Vamos relembrar alguns resultados sobre matrizes.
Seja M uma matriz 2 x 2

[z}

26



» Ainversa de M é dada por

DA



Regressao Linear Simples na Forma Matricial

» Ainversa de M é dada por
m_la b _17d
~|lc dI  D|-c

onde
D = det(M) = ad — bc.

a

’

27



Regressao Linear Simples na Forma Matricial

» A matriz X’X é dada por
Xi

Xy Xo ... X,

L 1} 1 xz_[” Z,-X,}

1 X,
temos que
det(XX') = an2

observer que

CLX X X?

O X

nd (Xi—X)2=n (Z:X,2 —272)(,-4—72)

=YX 2n(Y X) /(Y0 X + 2
=n) XE- (DX

28



Regressao Linear Simples na Forma Matricial

» E portanto

det(X'X) =
» Como
X'X = {
temos que
(XX) "=
ny_ (Xi—

i

i

n - X;
SPRst

1%

X2 =2 X

Ny (X - X

=2

n

!

20



Regressao Linear Simples na Forma Matricial

» Temos ainda que

v |1 1
XY_[X1 X
» Portanto
_ 1 {z,
ny (Xi— X)2

20



Regressao Linear Simples na Forma Matricial
_ T XY Yi— i Xy XY
ny i(Xi— X)2 =2 X2 i+ nd XY
» Vamos verificar o primeiro termo do vetor

XY Y= X X XY,
Ny — X2

somando e subtraindo nX> 3", Y;

=2 =2
SXEY Vi nX Y Yi+nXY Y =50 X > XY
ny (X — X)?

S V(S XB — nX%) + nC2 Sy 3 XS XY

n2

ny (X — X)?

21



Regressao Linear Simples na Forma Matricial

» Como _2 B
D oXF—nX" =3 (X~ X)?
i i
ficamos com
— XY
S X | DX (B - 5

noy (X — X)? ny (X — X)?

(=522 )
>i(Xi = X)?

v

ja vimos que

ZXY XZ’ ST =N (X6 - X)(Y - Y)

i

29



Regressao Linear Simples na Forma Matricial

Portanto ficamos com
v gL =X -Y)
(X = X)?

v

x

mas _ _
2iXi = X)(Yi—Y)

>oi(Xi = X)2
> Mostramos assim que o primeiro elemento do vetor
B = (X’X)"" XY é dado por

B =

V- X5

que é justamente a expressao que tinhamos para o 3, no
caso da Regressao Linear Simples.

29



Regressao Linear Simples na Forma Matricial

» Vejamosa agora como fica o segundo elemento de

3= v |:ZIX/'ZZIYI_ZIXiZIXiYi

X XR | X Vi Y XY,

» Temos que
— 2 X Yitny i XiYi

nyi(Xi — X)?
n (Zixiy,. _ ZiXinZi Y,-)
nYy (X — X)?

ja vimos que

X%~ RE PR O s

i

.

24



Regressao Linear Simples na Forma Matricial

Ficamos entdo com

N -X)(Yi-Y)  TX-X)(Yi-Y)

ny-i(Xi — X)>? >i(Xi — X)?

v

gue € a expressao que encontramos para B1
anteriormente.

» Motrasmo assim que

B=(XX)"' XY= [@"]
b

» Portanto as expressdes obtidas para o caso genérico
condizem com aquelas que foram obtidas para o modelo
de Regresséao Linear Simples.

25



ANOVA em forma matricial

«0O)» «F»
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ANOVA em forma matricial

» As somas de quadrados também podem ser escritas em
forma matricial.

» A Soma de Quadrados Totais pode ser escrita como

SQT = ZY Y)? ZYZ—nY

mas
Yi
Y2
NYE=[Vi Yo .. Yol | | =YY
i

Yn
portanto a SQT pode ser escrita como

SQT = Y'Y — nY?

27



ANOVA em forma matricial

» A Soma de Quadrados da Regressao pode ser escrita
como

SQR=S(Vi- V2= V2 -2Y> V,+nY’
i i i
mas sabemos que

Y=Y (Yi-v)=0=>>Vi=>"Y

i

logo

SQR=Y_V2-2YY VitnV* =Y ¥i-2¥Y Yi+nY’
i i i i
:2%2—2n7+n72:237,2—n72.

i i

28



ANOVA em forma matricial

Temos ainda que
Z Y2=v'v

mas
Y=X3=Y =%
e podemos escrever ainda
Y =X3
substituindo 3 = (X’X) ™' X'Y ficamos com

¥ =x(XX)"'XY

20



ANOVA em forma matricial

Substituindo

Y=X(XX)"'XY e V=5%

em
Z Y2=v'vY
ficamos com
Z 2= BXX(XX)' XY = gXY
Portanto

SQR=3"V? - nY* = BXY - n¥*.
i

a0



ANOVA em forma matricial

» A Soma de Quadrados do Residuo é dada por
SQE = SQT — SQR.
» Mas vimos que
SQT = Y'Y - nY? SQR=3X'Y - nY?.

» Logo
SQE =YY —nY*— (B’x'v _ n72>

—YY_-3XY.

a1



ANOVA em forma matricial

» A tabela ANOVA pode ser escrita matricialmente da

seguinte forma

Fonte de | Graus de Soma de
Variagdo | Liberdade | Quadrados
Regressio 1 AXY - nY*
Residuo n—2 | YY-3XY

Total n—1 Y'Y - nY?

Tabela: Tabela ANOVA

a2



ANOVA em forma matricial

» Vejamos agora como fica a variancia e covariancia de 3
em notacao matricial.

» Vimos que
R 2y X2
Var(fo) = —Z- =12
n_i(Xi—X)
2
Var(B) = =

a3



ANOVA em forma matricial

» Temos ainda que

Cov(Bo, B1) = Cov(Y — 31X, B1)
= Cov(Y, B1) + Cov(—p1X, B1)
= Cov(Y, 1) — XCov(Bs, B)
ja vimos que o
Cov(Y,p1)=0
além disso

Cov(B, 1) = Var(B;) = ~ ¥ _ %2

portanto

N

Cov(Bo, B1) = Cov(Y, B1) — XCov(p1, B1)
=0 X = —

a4



ANOVA em forma matricial

» A matriz de variancias e covariancias do vetor (3o, 51) é
dada por
Var {Bo} _ { Var()  Cov(fo, b )}
1,

~

f1 Cov(fBi,Po)  Var(Br)
C’ZZ:iXiz 7 a?
ny(X-XE Z,mX)?]
_7 o2 o2
S i(Xi—X)? S i(Xi—X)?
2 Zixiz Y
S
iXi—X)P | =X A

a5



ANOVA em forma matricial

Vamos agora chegar nesse mesmo resultado, porém
usando a notagdo matricial do vetor (5y, 51)’.

Vimos que

B=(XX) XY= {@O]
B

Vamos usar o seguinte resultado
Var(AY) = AVar(Y)A/

onde A é uma matriz de constantes e Y € um vetor
aleatério.

Observe que esse resultdo é o caso geral de

Var(aY) = a®Var(Y).

a6
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ANOVA em forma matricial
Vimos que
B=(XX)""XY
e (X’X)~" X’ é uma matriz de constantes.
Logo
Var(8) = Var((X'’X) ' X'Y)
= [0ex) ™" x| var(v) [(x%) ' x|

Mas sabemos que os Y;’s sdo i.i.d. com varidncia
constante o2

Portanto a matriz de variancias e covariancias do vetor Y é
dada por

> 0 ... 0 10 ... 0
Var(Y)=|0 ¢ ... 0|=0¢%|0 1 ... 0| =74,
0

0 ... o2 00 ... 1

a7



ANOVA em forma matricial

» E portanto
Var(B) = [ (xX) ' X] var(¥) [ (%) ' x|’
= [x%) 7" x] 021, [ %) " x|
= o2 [(xx) ' x| [x) x|
— o2 (X'X) T XX (X'X) "
— o2 (XX) 7",

48



ANOVA em forma matricial

» Ja vimos que

2
L i B
1 XiX? 2 Xi
06 Xp [— LI ]
1 X v
T X X [—"7 1]

49



ANOVA em forma matricial

» Portanto A
Var(8) = o2 (X'X) "
___ o |BE X
X=X | -X 1

que foi exatamente 0 mesmo resultado que obtivemos
para o caso da Regressao Linear Simples.

» Observe que o resultado Var(3) = o2 (X'X)~" vale para
um ndmero genérico que variaveis.

» Estamos mostrando aqui que para o caso particular p = 1
o resultado coincide com o que obtivemos anteriormente.
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