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» O modelo de regresséao linear supde que:
» 0S erros sao nao correlacionados

COV(E,‘,E/) =0, Vi 75_[

» e possuem a mesma variancia

Var(e;) = o2, Vi.

» Em notagé&o matricial temos que
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Minimos Quadrados Generalizados

» Pode acontecer de algumas observacoes serem menos
confiaveis que outras.

» Isso significa que as variancia de Y; e ¢; ndo é constante.
» Dessa maneira nao é verdade que

Var(e) = o°l
e sim que
vy O 0
(%) 0
Var(e) = = Var(Y) =
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Minimos Quadrados Generalizados

Pode acontecer também que, mesmo condicionando em

X, as variaveis Y; sejam correlaciondas.

Por exemplo, se as variaveis Y; tem estrutura temporal ou

espacial.

Se as variaveis X nao refletem essa estrutura,

» 0S erros ndo serdo independentes.

Os elementos fora da diagonal da matriz Var(e) ndo seréo

todos zero.

Essa matriz fica da forma
Uit V12 ... U1ip U1 V12 ... U1p
V21 U2 ... U2p U2 V22 ... U2p

Var(e) = | . | = Var(Y) =

Unm Unp2 ... Unn Unt Um2 ... Upn



Minimos Quadrados Generalizados

Em ambos casos o0 método de Minimos Quadrados usual
B = (X'X)"'X'Y

ndo pode ser aplicado.
Vamos denotar o método usual por Minimos Quadrados
Ordinarios (MQO).
Para o caso de variancia nao constante aplicaremos o
método:

» Minimos Quadrados Ponderados (MQP) .

Para o caso de correlacdo diferente de zero entre os erros
e 0s Y usaremos:

» Minimos Quadrados Generalizados (MQG) .
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» A idéia basica é transformar o vetor de varidveis Y em um
novo vetor Z.

» Esse novo vetor deve satisfazer as suposi¢cdes do modelo
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» A idéia basica é transformar o vetor de varidveis Y em um
novo vetor Z.

» Esse novo vetor deve satisfazer as suposi¢cdes do modelo

Var(Z) = o2l

» Esse vetor sera definido da seguinte maneira
Z=QX+f
com f satisfazendo as seguintes suposi¢des
Ef)=0 Var(f)=o2.

» Para que os testes e intervalos sejam validos precisamos
ainda que
f~ N(0,02l).



Minimos Quadrados Generalizados

» Queremos ajustar o seguinte modelo

Y=XB+¢€
onde
E(e)=0 Var(e) =c?V €~ N(0,5%V)
e
U1l V12 ... U1p
V- v'21 Voo ... U2p
Unt Un2 --- Unpn

por ser matriz de covariancia, é simétrica e positiva
definida.



Minimos Quadrados Generalizados

» Como V é positiva definida, existe uma matriz P simétrica,
nao singular, tal que

V=PP=PP=P2.

» Entao para
Z=QX+f

vamos definir
f=P e

e veremos que as suposicoes do modelo serdo validas.
» Temos que

E(f) =

10



Minimos Quadrados Generalizados

» Como V é positiva definida, existe uma matriz P simétrica,
nao singular, tal que

V=PP=PP=P2.

» Entao para
Z=QX+f

vamos definir
f=P e

e veremos que as suposicoes do modelo serdo validas.
» Temos que

E(f) = E(P Te) =

10



Minimos Quadrados Generalizados

» Como V é positiva definida, existe uma matriz P simétrica,
nao singular, tal que

V=PP=PP=P2.

» Entao para
Z=QX+f

vamos definir
f=P e

e veremos que as suposicoes do modelo serdo validas.
» Temos que

Ef)=EP 'e)=P 'E(e) =

10



Minimos Quadrados Generalizados

» Como V é positiva definida, existe uma matriz P simétrica,
nao singular, tal que

V=PP=PP=P2.

» Entao para
Z=QX+f

vamos definir
f=P e

e veremos que as suposicoes do modelo serdo validas.
» Temos que

Ef)=E(P 'e)=P "E(e) =0.
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Minimos Quadrados Generalizados

» Vamos agora usar um resultado que diz que se Y é um
vetor aleato6rio entao

Var(Y) = E(YY') — [E(Y)I'TE(Y)] -
» Temos entdo que

Var(f) =
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Minimos Quadrados Generalizados

» Vamos agora usar um resultado que diz que se Y é um
vetor aleato6rio entao

Var(Y) = E(YY") — [E(Y)I'E(Y)] -
» Temos entdo que
Var(f) = E(t) - [E{)[E(D)]
mas vimos que E(f) = 0, logo
Var(f) = E(Hf) = E([P "€][P~"¢]') = E(P 'ee'P7")
=P 'E(e€)P’

mas
Var(e) = E([e][e]) — [E(e)I[E(e)]

como E(e) =0
Var(e) = E([€][e]') . = oV
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Minimos Quadrados Generalizados
» Substituindo E([€][€]') por o2V ficamos com
Var(f) = P~1s2vP~!

mas vimos que V = PP, logo

Var(f) = P~1¢?PPP~! = 2.

» Mostramos assim que se definirmos
Z=QX+f e f=P'e

entdo
Ef)=0 e Var(f) =2

0 que implica que

E(Z) =
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Minimos Quadrados Generalizados
» Substituindo E([€][€]') por o2V ficamos com
Var(f) = P~1s2vP~!
mas vimos que V = PP, logo
Var(f) = P~1¢?PPP~! = 2.
» Mostramos assim que se definirmos
Z-QX+f e f=P e

entdo
Ef)=0 e Var(f) =2

0 que implica que
E(Z)=QX Var(Z) =2l

ou seja, o vetor Z satisfaz as propriedades do modelo
usual.

12



v

v

v

v

Minimos Quadrados Generalizados

Além disso, como
e ~ N(0,52V)

e f € uma cobinacao linear do vetor € entao
f~ N(0,52l).

O nosso modelo original é dado por
Y=XB+¢€.

Para que apareca o termpo P~'e vamos multiplicar toda
equacao por P~

P'Y=P X3 +Pe.

Temos que
Ple=f.

13
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Minimos Quadrados Generalizados

Vamos denotar
P'y=z P 'X=qQ.
E assim
P'Y=P 'XB+P e & Z=QB+f.

Podemos agora para o novo modelo, em funcao de Z,
aplicar o método de minimos quadrados usual.

Podemos fazer isso, pois esse modelo satisfaz as
suposicoes de homocedasticidade e independéncia.

14



Minimos Quadrados Generalizados

» O erro é dado por
f=2-Qg3.

» Portanto, estamos interessados em minimizar
f'f
como f = P~ ¢, ficamos com
ff=[P 'e]/[P '] =[PP e
como P é simétrica, P~' também é, logo
P =P

e ficamos com
ff=€'[P7'[P']e.

15



Minimos Quadrados Generalizados
» Javimosque PP=Ve
V' =[PP] " =P P!
substituindo ficamos com
ff=€[P'P Te=¢€V'e
» Mas sabemos que e = Y — X3 logo
f = (Y — X8V~ (Y — X3)
= (Y - g@X) (V'Y —=V~'Xg3)
=YV'Y YV X3 - gXV Y+ 38XV X3
mas, como Y'V-'X3 é um escalar,

[YV'X3] = gXV'Y.

16



Minimos Quadrados Generalizados

» Ficamos entdo com
ff=YV'Y - 23XV'Y + XV X3,
» Derivando e relacdo a 3 e igualando a zero
—2X'V-Y +2X'V-XB = 0.
» Isso implica que

X'V'Y = X'V X3

e esse € 0 n0sso novo conjunto de equagdes normais.

17



Minimos Quadrados Generalizados

» Multiplicando por [X'V~'X]~"! dos dois lados ficamos com
XVTIX]IXVIXE = [X'VIX] ' XvY
» O estimador de 3 é dado por
B =XV X 'XVY.

» Comparando esse estimador como o estimador de
Minimos Quadrados Ordinarios

B =[X'X"'X'Y

nota-se que a Unica diferenca é a inclusao da matriz V='.
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Minimos Quadrados Generalizados
» A matriz de covariancias desse estimador € dada por

Var(B) =

19



Minimos Quadrados Generalizados

» A matriz de covariancias desse estimador € dada por

Var(3) = Var(X'V-1X]7TX'V-1Y)

Var(AY) = AVar(Y)A/
= X'VIX]" XV Var(Y)V XXV TX] !
pois [X'V-1X]~" é simétrica.
» Substituindo Var(Y) = o2V ficamos com
= X'V X' X'V T2vv XXV TX !
= ?[X'VTX] !

ou seja
Var(B) = o?[X'V='X] !

antes tinhamos
Var(3) = o?[X'X] ™!

19



Minimos Quadrados Generalizados

» A Soma de Quadrados da Regressao é dada por

3Q'z
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Minimos Quadrados Generalizados

» A Soma de Quadrados da Regressao é dada por
gaz
= (X'VIX]~XVYY (PTIX)YPTY
=YV XXV X' XPTPTY

pois V-1 e [X'V-1X]~" s&o simétricas.
» Como P~ 'P~'" = V- ficamos com

YVIXX'V-IX] T IXV-TY
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Minimos Quadrados Generalizados

» A Soma de Quadrados Totais fica

2Z =

21



Minimos Quadrados Generalizados

» A Soma de Quadrados Totais fica

ZZ=(P'Y)P'Y =

YP 'PlY=YV Y
pois P~ é simétrica.
» A Soma de Quadrados dos Residuos fica entao

YVY - YVIIXXVIX]IXVTY

21



Minimos Quadrados Generalizados

» Os residuos a serem analisados sdo as estimativas de
f=P e

e sdo dados por

29



Minimos Quadrados Generalizados

Observacgodes
» Nos problemas praticos, € dificil saber a forma da matriz V.

» Serda necessario, as vezes, primeiro fazer a suposicao de
que
V!

mesmo sabendo que é errada.
» Em seguida fazer a inferéncia via minimos quadrados
ordinarios.

» E entdo, examinar os residuos para se descobrir algo
sobre a forma de V.

29



Minimos Quadrados Generalizados

Observacgodes

>

Considere um caso em que é necessario usar Minimos
Quadrados Generalizados.

Suponha que o0 método dos Minimos Quadrados
Ordinarios é usado erroneamente.

A estimativa de 3 ainda sim sera nao- viciada
E(B)=8.

Porém né&o tera variancia minima.

Usar Minimos Quadrados Ordinéarios no lugar de Minimos
Quadrados Generalizados produz estimadores com maior
variabilidade.

24



Minimos Quadrados Generalizados

» Vejamos alguns exemplos de forma da matriz V.
» Considere o0 caso em que temos apenas uma parametro

Yi=01Xi+¢ €~ N(©O,1/w).

» Nesse caso temos que

Var(Y) =

25



Minimos Quadrados Generalizados

» Vejamos alguns exemplos de forma da matriz V.
» Considere o0 caso em que temos apenas uma parametro

Yi=01Xi+¢ €~ N(©O,1/w).

» Nesse caso temos que

1/W1 0 0
Var(Y)=0?V=02| 0 1/, ... O
0 0o ... 1/wm

onde 0s w’s sdo pesos a serem especificados.
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Minimos Quadrados Generalizados

» Temos entdo nesse caso que

v =

26



Minimos Quadrados Generalizados

» Temos entdo nesse caso que

W1 0 0
VIi=|0 w ... 0
0O 0 ... wy

» Vimos que o estimador de 3 é dado por
B =XV X 'XVy.

» Vejamos como fica esse estimador para esse caso
especifico.

26



Minimos Quadrados Generalizados

» Temos que

X/V_1:[X11 Xo1 ... Xm]o‘

2
=0 [X11wy Xorws

» Logo

X'V1X = 2 [X11 wy  XoqWo

W1 0 0

210 w ... 0

0 0 ... wy
Xn1Wn]
Xi1

Xo1 n

2 § : 2

Xm Wn] . =0 W,')(,-1
’ i=1

Xn1

27
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Minimos Quadrados Generalizados

Logo

’
VX = s W
Além disso
Y;
XVY =02 [Xyws XorWo ... XoyWy] ):/2 :zn:w,-x,-m
)-/1 i=1
Portanto
- A v iy WXt Yi
B =XV XXV 1Y:ZZI§;—W,-X,%'

Vejamos agora alguns exemplos de pesos possiveis.

28



Minimos Quadrados Generalizados

Exemplo
» Vamos considerar 0 caso em que a variancia é
proporcional a X;.
» Quano maior o valor da variavel explicativa, maior a
variabilidade.

60 80 100 120
1 1 1 1
oO
°
)
o

40




Minimos Quadrados Generalizados
Exemplo (continuacao)
» Temos entdo que

) 1 A ZI 1 W’)(” Y
T w = YiawiXi

20



Minimos Quadrados Generalizados
Exemplo (continuacao)
» Temos entdo que

Y wiXn Y S Xin Yi/(KX;)

W=— = b = =
G T S wiXE S XR (kX))
YR/
ity Xit

20



Minimos Quadrados Generalizados
Exemplo (continuacao)
» Temos entdo que
- A wWiXnYi YLy X Yi/(KX)
Wi = W = /81 = n 5 n )
i i1 WiX i1 Xi3 / (kX))

_XiYi XL Yin

3%
Y Xn Y Xa/n X

» Além disso, sabemos que
Var(B8) = o?[X'V~X]™"

mas vimos que

XVIX]~! =



Minimos Quadrados Generalizados
Exemplo (continuacao)
» Temos entdo que
- A wWiXnYi YLy X Yi/(KX)
Wi = W = /81 = n 5 n )
i i1 WiX i1 Xi3 / (kX))

_XiYi XL Yin

3%
Y Xn Y Xa/n X

» Além disso, sabemos que

Var(B8) = o?[X'V~X]™"

mas vimos que

n
XVIXTT = S wix
i=1



Minimos Quadrados Generalizados

Exemplo (continuacao)
» Portanto

o2

g2

Var(@) = =
Yoy wiXG

ST X/ (KXir)

21



Minimos Quadrados Generalizados

Exemplo (continuacao)
» Portanto

o2 02

k

Var(@) = =
Sy wiXq o Yy X3/ (kXir)

2
o
i

—1 Xit

21



Minimos Quadrados Generalizados

Exemplo
» Vejamos agora um exemplo numérico.

» Um modelo linear simples é ajustado usando Minimos
Quadrados Ordinarios.

» O grafico a seguir mostra os residuos em funcao dos
valores ajustados e variavel explicativa.
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Minimos Quadrados Generalizados

Exemplo (continuacao)
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Figura: Grafico de Residuos.
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Minimos Quadrados Generalizados

Exemplo (continuacao)
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Figura: Grafico de Residuos.

» Notamos claramente que a variancia ndo é constante.
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Minimos Quadrados Generalizados

Exemplo (continuacao)

>

Esses graficos mostram que usar Minimos Quadrados
Ordinarios ndo é o mais adequado nesse caso.

Devemos usar minimos quadrados generalizados.

Vamos assumir que os Y; sdo independentes, ou seja, a
matriz de covariancias é diagonal.

Iremos permitir, porém, que as varidncias mudem de uma
observagéo para a outra.

A base de dados possui alguns valores repetidos de X ou
muito préximos.

Esses valores serdo usados para estimar os pesos w’s.

24



Minimos Quadrados Generalizados

Exemplo (continuacao)
» Foram calculadas as médias e o quadrado médio do erro
puro para cada conjunto de valores repetido de X

X; 3.0 54 7.8 9.1 10.2
sgj 0.0072 | 0.3440 | 1.7404 | 0.8683 | 3.8964

» Como alguns valores de X foram arredondados,
precisamos estimar sgj para esses valores.

» Ajustamos um polindmio de segundo grau

&% = 1.5329 — 0.7334X + .0883X" .

25



Minimos Quadrados Generalizados

Exemplo (continuacao)
» Substituindo os valores de X; na equacgao, obtemos os
valores de 3;.

» Os pesos sao dados por

1

Sej

» A Figura a seguir mostra os graficos de residuos obtidos
com esse novo modelo ajustado.

26



Minimos Quadrados Generalizados
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Figura: Grafico de Residuos usando Minimos Quadrados
Generalizados.
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Minimos Quadrados Generalizados
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Figura: Grafico de Residuos usando Minimos Quadrados
Generalizados.

» Notamos claramente que o problema de
heterocedasticidade foi resolvido.
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Minimos Quadrados Generalizados

» Veremos como usar esse método no R.

Im.gls(formula, data, W, subset,
inverse = FALSE,

na.action,

method = "gr", model = FALSE,

x = FALSE, y = FALSE,
contrasts = NULL, ...)
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