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Métodos de Selecao de Variaveis
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Métodos de Selecéo de Variaveis

Devemos incluir no modelo todas as variaveis explicativas
disponiveis?
Ou devemos escolher apenas um subconjunto delas?

Podemos usar procedimentos automaticos para auxiliar na
escolha desse subconjunto.
Alguns métodos que podem ser usados:

Todas as Regressdes Possiveis (All Regressions)
Inclusdo Passo a Frente (Forward)

Eliminacado Passo Atras (Backward)

Selecao Passo-a-Passo (Stepwise)
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Métodos de Selecéo de Variaveis

» Procedimentos automaticos ndo devem substituir o bom
senso e 0 conhecimento sobre o problema.

» Depois da escolha das variaveis explicativas devemos:
» verificar a significAncia das variaveis;
» verificar adequacao do modelo;
» fazer analise de residuos.



Métodos de Selecéo de Variaveis

Critérios de Selecao da melhor Regressao
» Modelo “cheio”: modelo com todas variaveis explicativas
disponiveis.
» Precisamos escolher uma variavel a ser descartada.

» Podemos escolher com base em alguma das medidas:
» menor valor de S? (estimativa de ¢2);

> maior valor de RZ;.q

n—1
joustado =1-(1- Rz) (rp) ;
» Estatistica C, de Mallows

SQE
Co=-g —(n-2p)

quanto mais proxima essa estatistica estiver de p, melhor é
0 modelo.



Métodos de Selecéo de Variaveis

Todas as Regressoes Possiveis (All Regressions)

» Testa de maneira iterativa todos os subconjuntos possiveis
de variaveis explicativas.

» Se temos k variaveis, qual o nimero total de subconjuntos
possiveis?




Métodos de Selecéo de Variaveis

Todas as Regressoes Possiveis (All Regressions)

» Testa de maneira iterativa todos os subconjuntos possiveis
de variaveis explicativas.

» Se temos k variaveis, qual o nimero total de subconjuntos
possiveis?




Métodos de Selecéo de Variaveis

Todas as Regressoes Possiveis (All Regressions)

>

Testa de maneira iterativa todos o0s subconjuntos possiveis
de variaveis explicativas.

Se temos k variaveis, qual o nimero total de subconjuntos
possiveis?

2K_1  pois ndo contamos 0 modelo se nenhuma variavel.

Por exemplo, se k = 10, temos 2'° — 1 = 1023
possibilidades.

Escolhemos algum dos modelos com base nos critérios.

Se o0 numero de variaveis é grande, o método é
computacionalmente inviavel.




Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo:

» Estamos analisando a quantidade de calor envolvida no
endurecimento do cimento (Y).

» As variaveis explicativas consideradas sao as seguintes:

porcentagem de aluminato de tricalcio (Xj);

porcentagem de de silicato tricalcico (Xz);

porcentagem de tetracalcico alumino ferrita (Xz);

porcentagem de silicato dicalcico (X4).

vV vy vy



Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)
» A figura a seguir mostra os graficos de dispersao entre as
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Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)
» Vamos usar primeiro o ngustado como critério.

» Podemos verificar qual o ponto em que incluir mais
variaveis nao é vantajoso.

» Geralmente esse critério € combinado com outros critérios.
» A tabela a seguir mostra alguns dos modelos possiveis.

Best Subsets Regression: y versus x1, ®2, %3, x4

Response is y

X X X X
Vars R-Sq R-Sq(adj) c-p s 1234
1 67.5 64.5 138.7 8.9639 X
1 66.6 63.6 142.5 9.0771 X
2 97.9 97.4 2.7 2.4063 X X
2 97.2 96.17 5.9 2.7343 x4 X
3 98.2 97.6 3.0 2.3087 XX %
3 98.2 97.6 20 2=3121 XXX
4 98.2 97.4 5:0 2.4460 WX EE



Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)
» A tabela mostra os dois melhores modelos para cada
quantidade de variaveis.

> Com base no R%,cr00

ser os melhores?

qual modelo ou modelos parecem

11



Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)

» A tabela mostra os dois melhores modelos para cada
quantidade de variaveis.

> Com base no R%,cr00

ser os melhores?

» Quando saimos do modelo com 1 variavel para o modelo
com 2:

» o valor de R? pula de 67,5 para 97,9.

ajustado

qual modelo ou modelos parecem

» Com esse salto, vale a pena incluir uma variavel no
modelo?

11



Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)

» A tabela mostra os dois melhores modelos para cada
quantidade de variaveis.

> Com base no R%,cr00

ser os melhores?

» Quando saimos do modelo com 1 variavel para o modelo
com 2:

» o valor de R? pula de 67,5 para 97,9.

ajustado

qual modelo ou modelos parecem

» Com esse salto, vale a pena incluir uma variavel no
modelo? Sim.

11



Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacéo)
» Quando saimos do modelo com 2 varidveis para o0 modelo
com 3:
» o valor de R? pula de 97,9 para 98,2.

ajustado
» Com esse salto, vale a pena incluir uma variavel no
modelo?

12



Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacéo)
» Quando saimos do modelo com 2 varidveis para o0 modelo
com 3:
» o valor de R? pula de 97,9 para 98,2.

ajustado
» Com esse salto, vale a pena incluir uma variavel no
modelo? Nao.
» O modelo mais adequado € o modelo com as variaveis X;
e Xo.
> Vejamos agora, se além do R%,c.q0
critério de escolha.

: 2

» O moollc,alq com maior RZsraq0
as variavies Xj, Xo e Xj.

» Um critério diferente, levou a escolha de um modelo

diferente.

usarmos S2 como

e menor S2 é modelo com



Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)
» Vamos usar agora como critério a estatistica Cp, de
Mallows.

» Quanto mais proximo C, estiver de p (numero de
variaveis), melhor € o modelo.

» Qual melhor modelo com base nesse critério?

13



Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)

>

Vamos usar agora como critério a estatistica C, de
Mallows.

Quanto mais proximo C, estiver de p (niUmero de
variaveis), melhor € o modelo.

Qual melhor modelo com base nesse critério?
O modelo com Xi, X5 e Xs.
Nesse caso temos que

C3=3.

Critérios diferentes levaram a escolha de modelos
distintos.

13



Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo:

» Sabe-se que se pode alterar a toxicidade de varios tipos
de produtos quimicos em mamiferos:

» medicamentos, pesticidas e inceticidas.
» Isso é feito através da inducao de atividade de enzimas do
figado.
» Variavel resposta:desintoxicacdo do malatido (inceticida)
(em percentagem, relativamente a um controle, ndo
tratados, de frango).

» Temos cinco variaveis explicativas.

» Correspondentes a cinco tipos de enzimas induzidas.

» Registra-se a porcentagem de atividade enzimatica em
relacdo a um grupo controle.

» Nao se sabe quais enzimas sdo mais imporantes para
desentoxicagao.

» Precisamos de um método para selecionar o melhor
modelo.



Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)

» A figura a seguir mostra os resultados de ajuste com todas
as regressdes possiveis.

Explanatory variables R? 2 &4 Explanatory variables R? R2 C
in model (in %) (in %‘) in model (in %) {in %)
2 4y T 79.3 533 6.0 Ty, T2 719 63.8 14

78.4 610 42 T, T3 61.2 50.2 3.5
78.8 61.8 4.1 1, T4 61.6 50.6 34
78.0 604 4.2 1 L5 64.7 54.6 2.8
79.0 622 41 2, T3 4738 329 6.1
65.2 374 6.7 Ty 42.1 25.6 7.2
78.3 675 22 T2, T5 50.3 477 3.8
76.5 648 2.5 T3, Ty 39.6 224 7.6
72.0 580 34 T3, T5 38.0 203 8.0
63.0 445 51 Ty, T 34.7 16.1 8.6
77.6 663 2.3 zy 448 38.0 4.6
T7.9 66.8 23 T 219 12.2 9.0
48.1 221 80 T3 37.9 30.1 6.0
64.2 46.3 4.9 x4 34.7 26.6 6.6
60.3 404 57 T5 0.3 0.0 13.2
39.7 9.5 9.6




Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)

> De acordo com 0 R%cq0

qual é o melhor modelo?

16



Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)

» De acordo com o ngustado qual é o melhor modelo?

» O modelo com Xi, Xo e X3. (R2 = 67,5%).

ajustado
» Usando a estatisitca Cp, qual melhor modelo?

16



Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)

2 7
De acordo com 0 RZj,,4, ual € o melhor modelo?

O modelo com Xj, Xo e X3. (R2 = 67,5%).

ajustado
Usando a estatisitca Cp, qual melhor modelo?
Modelo com Xj e X5 (Cp = 1,4).
Notamos ainda que o modelo com Xj, Xs e Xj:
» além de ter o maior joustado tem a segunda melhor
estatistica C, (2,22).
O modelo com as variavies X; e X, também tem um valor

razoavel para o R2, 63,8%).
ajustado

v

v

v

v

v

v
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Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)
» Portanto dois modelos que parecem adequados séo 0s

seguintes:
Y = 0o+ b1 X1+ BoXo+ €

Y =B+ B1 X1 + BoXo+ B3 X3 + €
» Os ajustes dos dois modelos fica

Y =30,6+0,159X; + 0,107 X

Y = 16,5+ 0,135X; + 0,0899X5 + 0,441X;

17



Métodos de Selecéo de Variaveis

Inclusdo Passo a Frente (Forward)

» Ordenamos as preditoras em ordem decrescente de
acordo com a:

» “intensidade de sua relagdo” com Y (coeficiente de

correlagéo linear, p.ex.).

Ajuste um modelo com a primeira variavel da lista (X3,
p.ex.).
Teste sua significancia usando teste F sequencial (ou
outros critérios, como o teste ).

v

v

v

v

Se nao for significante, o procedimento para.
Suponha que X3 tenha entrado no modelo.

v

Se for significante, entra no modelo e o algoritmo continua.

18



Métodos de Selecéo de Variaveis

Inclusédo Passo a Frente (Forward)

» Calcule a estatistica F parcial de cada uma das variaveis
dado Xs.

Selecione a que tiver o maior valor (X», p.ex.)
Teste sua significancia usando teste F sequencial.

v

v

v

v

Se nao for significante, o procedimento para.
Suponha que X tenha entrado no modelo.

v

Se for significante, entra no modelo e o algoritmo continua.

19



Métodos de Selecéo de Variaveis

Inclusédo Passo a Frente (Forward)

» Calcule a estatistica F parcial de cada uma das variaveis
dado X5 e Xs.

Selecione a que tiver o maior valor (X4, p.ex.)

Teste sua significancia usando teste F sequencial.

Se for significante, entra no modelo e o algoritmo continua.
Se nao for significante, o procedimento para.

E assim por diante.

v

v

v

v

v

Observacgoes:
» Uma vez que a variavel entra no modelo, ela ndo sai mais.

» Mesmo que sua contribuicdo deixe de ser significante
quando uma outra variavel entrar.

20



Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo:
» Vamos aplicar o método Forward para os dados abaixo.

Row X1 X2 X3 X4 Y
1 7 26 6 60 78,5
2 1 29 15 52 74,3
3 11 56 8 20 104,3
4 11 31 8 47 87,6
5 y 52 6 33 95,9
6 11 55 9 22 109,2
7 3 71 17 6 102,7
8 1 31 22 44 72,5
9 2 54 18 22 93,1

10 21 47 4 26 115, 9

11 1 40 23 34 83,8

12 11 66 9 12 113,3

13 10 68 8 12 109,4




Métodos de Selecéo de Variaveis
Exemplo: (continuacao)

» A figura a seguir mostra os graficos de dispersao das
variaveis.
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Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)
» A figura a seguir mostra os resultados do método Forward.

Stepwise Regression: Y versus X1; X2; X3; X4
Forward selection.

Alpha-to-Enter: 0,25

Response is Y on 4 predictors, with N = 13
Step 1 2 3
Constant 117,57 103,10 71,65

X4 -0,738 -0,614 -0,237
T-Value -4,77 -12,62 -1,37
P-Value 0,001 0,000 0,205

X1 1,44 1,45
T-Value 10,40 12,41
P-Value 0,000 0,000

X2 0,42
T-Value 2,24
P-Value 0,052

s 8,96 2,73 2,31

R-Sq 67,45 97,25 98,23
R-Sqg(adj) 64,50 96,70 97,64
Mallows C-p 138,7 5,5 3,0

29



Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)
» Os passos do algoritmo sao os seguintes:

» Passo 1:
entra Xy = modelo(Y, Xy)
» Passo 2:
entra X; = modelo(Y, Xi, X4)
» Passo 3:
entra Xo = modelo(Y, X1, X2, X4)
» Passo 4:

nao entra X3 = modelo(Y, X1, Xz, X4)

» Modelo selecionado:

Y =80+ B1 X1 + BaXo+ BaXs + €.

24



Métodos de Selecéo de Variaveis

Eliminacdo Passo Atras (Backward)
» Ajuste um modelo com todas as preditoras (X1, Xo, X3, Xu,

p.ex.).
» Para cada preditora, calcule:

» a estatistica F parcial como se ela tivesse sido a Ultima a
entrar no modelo

F(X1| X2, X3, Xa)  F(Xa|X1, X3, X4) F(Xa]| X1, X3, Xa)
F(Xa| X1, X2, X3) .
» Escolha aquela com o menor valor (X, com
F(X2|X1,X3,X4), p.ex.)

» Teste sua significancia usando teste F parcial (ou outro
critério, como teste t por ex.).

» Se for significante, o procedimento para.

» Se nao for significante, sai do modelo e o algoritmo
continua.

» Suponha que X» tenha saido do modelo.

25



Métodos de Selecéo de Variaveis

Eliminacdo Passo Atras (Backward)

» Ajuste um modelo com as preditoras Xi, X3 e Xj.
» Para cada preditora, calcule:

» a estatistica F parcial como se ela tivesse sido a Ultima a
entrar no modelo

F(X1|X3, Xa) F(X3]X1,Xa) F(Xa|Xq,X3) .
Escolha aquela com o menor valor (X, com F(X4| X, X3),

p.ex.)
Teste sua significancia usando teste F parcial.

Se for significante, o procedimento para.

Se nao for significante, sai do modelo e o algoritmo
continua.

Repita o procedimento até que nenhuma variavel seja
eliminada.

26



Métodos de Selecéo de Variaveis

Observacgodes

» Uma vez que a variavel sai no modelo, ela ndo entra mais.

» Mesmo que sua contribuicdo passe a ser significante
quando uma outra variavel entrar.

27



Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo:
» Vamos aplicar o método Backward para os dados abaixo.

Row X1 X2 X3 X4 Y
1 7 26 6 60 78,5
2 1 29 15 52 74,3
3 11 56 8 20 104,3
4 11 31 8 47 87,6
5 y 52 6 33 95,9
6 11 55 9 22 109,2
7 3 71 17 6 102,7
8 1 31 22 44 72,5
9 2 54 18 22 93,1

10 21 47 4 26 115, 9

11 1 40 23 34 83,8

12 11 66 9 12 113,3

13 10 68 8 12 109,4




Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)
» A figura mostra os graficos de dispersao das variaveis.

120 120
.
. . .
110 .o 110 . .
. .
.
100 100 M
. .
90 . L]
Y . Y 90 .
. .
80 . 801 o
o,
w08 70 M
60 v T v T ) 60
o 4 8 12 16 20 24 20 3 40 50 60 70 80
X1 X2
120 120
. ° °
110 oo 110 .
.
100 * 100
M .
£y
Y 9 .
.
80 . 80
.
70 M 70
60 - 60
0 5 10 15 20 25 10
X3

20



Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)
» A figura a seguir mostra os resultados do método

Backward.
Stepwise Regression: Y versus X1; X2; X3; X4
Backward elimination.
Alpha-to-Remove: 0,10
Response is Y on 4 predictors, with N = 13
Step 1 2
Constant 62,41 71,65 52,58
X1 1,55 1,45 1,47
T-Value 2,08 12,41 12,10
P-Value 0,071 0,000 0,000
X2 0,510 0,416 0,662
T-Value 0,70 2,24 14,44
P-Value 0,501 0,052 0,000
X3 0,10
T-Value 0,14
P-Value 0,896
X4 -0,14 -0,24
T-Value -0,20 -1,37
P-Value 0,844 0,205
S 2,45 2,31 2,41
DO~ ag 9514 aa 22 a7 a7




Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)
» Os passos do algoritmo sao os seguintes:

» Passo 1:
saiu X3 = modelo(Y, X1, X2, X4)
» Passo 2:
saiu Xy = modelo(Y, X1, X2)
» Passo 3:

ndo sai nenhuma

» Modelo selecionado:

Y =80+ 1 X1 + B2 Xo + €.

21



Métodos de Selecéo de Variaveis

Selecao Passo a Passo (Stepwise)
» E uma mistura de Forward e Backward.
» A variavel que entra em um passo pode sair nos proximos.
» A variavel que sai em um passo pode entrar nos proximos.

29



Métodos de Selecéo de Variaveis

Selecao Passo a Passo (Stepwise)
» Comeca como no Forward:

>

VY VvV VvV VvV VY

Ordene as preditoras em ordem decrescente da
“intensidade de sua relacao” com Y.

Ajuste um modelo com a primeira variavel da lista (X3,
p.ex.).

Teste sua significancia.

Se for significante, continua o algoritmo.

Se néo for significante, o procedimento para.

Calcule o F parcial de cada uma das variaveis dado X;.

Selecione a que tiver o maior valor (X2, p.ex.)
Teste sua significancia.

Se for significante, continua o algoritmo.

Se néo for significante, o procedimento para.

» Aqui, verifiqgue a possivel saida de variaveis.

29



Métodos de Selecéo de Variaveis

Selecao Passo a Passo (Stepwise)

» Passamos para o Backward:
» Calcule as estatisticas

F(Xa|X3) @ F(X3|Xz)

e teste a contribuicdo de uma variavel dado a outra.

» Se ambas sao significantes, as duas ficam no modelo.

» Caso contrario, aquela que nao for sai do modelo.
» Vamos supor que nenhuma saiu.

» Prossiga com o Forward

24



Métodos de Selecéo de Variaveis

Selecao Passo a Passo (Stepwise)

» Prosseguindo com Forward:
» Calcule o F parcial das variaveis fora do modelo dado X; e
Xo.
Selecione a que tiver o maior valor (Xi, p.ex.)
Teste sua contribuicdo usando Teste F sequencial.
Se for significante, continua o algoritmo.
Se nao for significante, o procedimento para.

» Suponha que X; entrou no modelo.
» Novamente cheque uma possivel saida de variaveis

vV vy vVvyYy
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Métodos de Selecéo de Variaveis

Selecao Passo a Passo (Stepwise)

» Passamos para o Backward:
» Calcule as estatisticas

F(Xi|X2, X3) F(Xa|X1,X3) e F(X3| Xy, X2)

e teste a contribuicdo de uma variavel dado a outra.
Selecione a de menor valor (X, p.ex.)

Teste sua contribuicdo usando Teste F sequencial.
Se for significante, continua o algoritmo.

Se néo for significante, o procedimento para.

» Suponha que X, tenha saido.
» Prossiga com o Forward

vV Yyyvyy
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Métodos de Selecéo de Variaveis

Selecao Passo a Passo (Stepwise)

» Prosseguindo com Forward:
» Calcule o F parcial das variaveis fora do modelo dado X; e
Xo.
Selecione a que tiver o maior valor (Xy, p.ex.)
Teste sua contribuicdo usando Teste F sequencial.
Se for significante, continua o algoritmo.
Se nao for significante, o procedimento para.

» Suponha que X; entrou no modelo.
» Novamente cheque uma possivel saida de variaveis

vV vy vVvyYy
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Métodos de Selecéo de Variaveis

Selecao Passo a Passo (Stepwise)

» Passamos para o Backward:
» Calcule as estatisticas

F(X1|X3,X4) F(X3|X1,X4) e F(X4|X1,X3)

e teste a contribuicdo de uma variavel dado a outra.
Selecione a de menor valor.

Teste sua contribui¢cdo usando Teste F seqiencial.
Se for significante, continua o algoritmo.

Se néo for significante, o procedimento para.

» O procedimento continua até que se chegue a um modelo
ja foi tentado antes.

» O modelo escolhido é o do passo anterior.

vV vy vVvYy
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Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo:
» Vamos aplicar o método Stepwise para os dados abaixo.

Row X1 X2 X3 X4 Y
1 7 26 6 60 78,5
2 1 29 15 52 74,3
3 11 56 8 20 104,3
4 11 31 8 47 87,6
5 y 52 6 33 95,9
6 11 55 9 22 109,2
7 3 71 17 6 102,7
8 1 31 22 44 72,5
9 2 54 18 22 93,1

10 21 47 4 26 115, 9

11 1 40 23 34 83,8

12 11 66 9 12 113,3

13 10 68 8 12 109,4




Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)
» A figura a seguir mostra os resultados do método

Backward.

Stepwise Regression: Y versus X1; X2; X3; X4
Alpha-to-Enter: 0,15 Alpha-to-Remove: 0,15
Response is Y on 4 predictors, with N = 13
Step 1 2 3 4
Constant 117,57 103,10 71,65 52,58
X4 -0,738 -0,614 -0,237

T-Value -4,77 -12,62 -1,37

P-Value 0,001 0,000 0,205

X1 1,44 1,45 1,47
T-Value 10,40 12,41 12,10
P-Value 0,000 0,000 0,000
X2 0,416 0,662
T-Value 2,24 14,44
P-Value 0,052 0,000

S 8,96 2,73 2,31 2,41
R-Sq 67,45 97,25 98,23 97,87
R-Sqg(adj) 64,50 96,70 97,64 97,44
Mallows C-p 138,17 5,5 3,0 2,17




Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)
» Os passos do algoritmo sao os seguintes:

» Passo 1:
entra Xy = modelo(Y, X4)
» Passo 2:
entra Xy = modelo(Y, X1, X4)
» Passo 3:
fica X; = modelo(Y, Xi, X4)
» Passo 4:
entra Xo = modelo(Y, X1, Xo.X4)
» Passo 5:
sai Xy = modelo(Y, X1, X2)
» Passo 6:

nao entra Xy = modelo(Y, Xi, Xo)
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Métodos de Selecéo de Variaveis

Exemplo: (continuacao)

» Modelo selecionado:
Y = B0+ B1 X1 + BXo+ €.

» Mesmo modelo selecionado no Backward.

» Mas o Stepwise é um algoritmo mais completo.
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