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Introdugéo

Coeficiente de Correlagdo Linear



Objetivos

Ao final deste capitulo vocé deve ser capaz de:

» Usar modelos de regresséo para construir modelos para
dados coletados.

» Entender como método de minimos € usado para estimar
parametros desconhecidos.
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Introdugéo

» Podemos estar interessados em explorar a relagéo entre
duas ou mais variaveis.

» Essa técnica € chamada Andlise de Regressao.

» Exemplo: qual relag&o entre nivel de escolaridade e
renda?



Introdugéo

» A ferrementa inicial para sabermos se existe relacdo entre
as variaveis é o gréafico de disperséo.
» A correlacéo podera:
» Nn&o existir;
» ser uma correlagéo linear (ao longo de uma reta);
» ser uma correlacdo néo linear (ao longo de uma curva).



Introdugéo

Correlacao
Ha um relacionamento entre as variaveis?

v

Elas aumentam juntas?
Aumentando uma variavel a outra aumenta ou diminui?

v

v

Exemplo: nota na prova e horas de estudo.
Variam juntas.
Se uma aumenta, a outra também aumenta.

v

v



Exemplo:

Introdugéo

» Vamos considerar as variaveis nota na prova e horas de

estudo.

» Y - nota na prova (variavel resposta).

» X - horas de estudo (variavel explicativa ou preditora).

» Os dados séo os seguintes
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Introdugéo

Exemplo: (continuagéo)
» O grafico de dispersao é mostrado a seguir

Diagrama de Dispersao: Notas vs Horas do Estudo
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» Parece existir uma correlacdo positiva (uma aumenta a
outra aumenta).



Introdugéo

Exemplo:

» 50 municipios de um estado séo analisados.

» Deseja-se verificar se existe relacao entre duas variaveis:
» nivel de pobreza da populacéo;
» taxa de roubos e furtos do municipio.

» Os dados coletados s&o apresentados a seguir.
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Introdugéo

Exemplo: (continuacéo)

Pergunta

Existe associacéo entre niveis de pobreza e taxas de roubos e
furtos do municipio?

Ou seja...

O nivel de pobreza de um municipio determina (explica, prediz,
interfere no) nivel de criminalidade (roubo/furto) do municipio?

Hipotese
Quanto maior os niveis de pobreza de um municipio, maior a

taxa de criminalidade.
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Introdugéo

Exemplo: (continuagéo)
» Variavel Resposta ou Dependente: criminalidade.
» Variavel Explicativa ou Independente: pobreza.
» Gréfico de dispersdo é mostrado a seguir:
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Introdugéo

» Qual a conclusao que vocé tira?

» Parece existir uma associagao positiva entre as variaveis.

» Vamos ver como podemos medir se essa associacao é
fraca ou forte.
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Introdugéo

Correlacao linear positiva
Uma variavel aumenta a outra também aumenta.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Correlacao linear negativa
Uma variavel aumenta a outra diminui.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Correlagao néo linear
N&o existe relacdo linear entre as variaveis.

(g) Menhuma Correlagio  (h) Correlagdo N3o linear




Coeficiente de Correlagéo Linear

Coeficiente de correlagéo linear
Mede a forca da relacéo linear entre duas variaveis.

v

Denotado por r se for amostral e p se for populacional.

v

Mede o grau de associacéo linear entre duas variaveis.

v

Indica também se essa associacao é positiva ou negativa.

v

E dado por

N> ixiyi — Qo x)(>vi)
V(Z) = ()2 /(S y2) — (S vi)?

r =
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Propriedades do coeficiente de correlacao linear
» —1<r<1
» Ser ~ 1 = correlagdo forte positiva.
» Ser ~ —1 = correlacao forte negativa.
» Ser =~ 0 = ndo existe correlacdo linear.
O valor de r ndo é influenciado pelas escalas de x e y.

v

associagdo negativa associaglio positiva
| | |
-1 0 1

associagdo fraca
ou inexistente

18



Coeficiente de Correlagéo Linear

A significancia dos valores de r depende muito da area em
gue estamos trabalhando.

Em algumas areas, ndo se espera que uma variavel
expliqgue bem a outra.

Assim ndo se espera valores muito altos parar.
A tabela a seguir apresenta um guia geral:

Valor de r Intensidade da [ Valor de r
. associagdo |
N02<r=0 inexistente O=r< 02
04<r=<-02 muite fraca 02<r<04
D7<r=-04 fraca/mederada 04<r<07
DO <pr=-07 forte 07<r<09
-lzr<-09 muite forte 09<r«1
r=-1 perfeita r=1
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Exemplo
» Vamos retomar o exemplo dos niveis de pobreza e
criminalidade.
Pergunta

Existe associacdo entre niveis de pobreza e taxas de roubos e
furtos do municipio?

Ou seja...
O nivel de pobreza de um municipio determina (explica, prediz,

interfere no) nivel de criminalidade (roubo/furto) do municipio?

Hipdtese
Quanto maior os niveis de pobreza de um municipio, maior a
taxa de criminalidade.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Exemplo (continuagéo)
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» Existe associacao linear
entre as variaveis? Sim.

» Ela é forte ou fraca? Forte.

» O valor de r deve estar em

torno de quanto?
r =0,989.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Exemplo (continuacao)

» Existe associacao linear
entre as variaveis? Sim.

" » Ela é forte ou fraca? Forte.

» O valor de r & mais baixo
£, ou mais alto que o
anterior? Mais baixo.

Taua e Fouts & Furn

Ill:-.l RS AE WM AT &M O 0F 088 4 B ¥ » O Valor de r deve estar em
lnthen O Potenis
torno de quanto?
r = 0,898.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Exemplo (continuacao)

» Existe associacao linear
entre as variaveis? Sim.

Bamde
. T A » Ela é forte, moderada ou
. - fraca? Moderada.

: . O valor de r & mais baixo
-y ' ou mais alto que o
anterior? Mais baixo.

Taxa da Mouts » Furla
.
.
.
.
.
v

a6 BB EF BB AT ETH B BBE BN &M 4 » O Valor de r deve estar em
Ingice de Fotruzs
torno de quanto?
r =0,692.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Exemplo (continuacéo)

» Existe associacao linear

Extack § ., . ~
il entre as variaveis? Nao.
W e P L] . -
i T R g » O valor de r é mais baixo
55 N e N ou mais alto que o
F ! ey M anterior? Mais baixo.
' » O valor de r deve estar em
‘l('.l osd an I.ﬂ‘ D.' :.u'l Q.I D.II oy s l torno de quantO?
[ SR TR s e r — 07 019.
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Exemplo

Introducao
Coeficiente de Correlacéo Linear

» Queremos verificar se existe associacao entre idade e
pressao sanguinea.

» Os dados sdo mostrados a seguir:

Muno | Age | Blood T Ages |02 | pp2
A 13 125 5504 | 1849 Kbt
B |8 1200 DTG0 | 230 1440K)

5 135 5 8225
¥ Gl 143 272 721 20448
E 7 141 G447 L85 19881
7 152 10654 |4 daliH
{1
Soma 345 519 1764 203099 | 112443
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Exemplo (continuacéo)
» Temos entédo que

(6)(47634) — (345)(819)

= \/(6)(20399) — 3452,/(6)(112443) — 8192

= 0,897

» As variaveis estao fortemente associadas.
» A associacao é positiva:
» quanto maior a idade = maior a pressao sanguinea.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

» A figura abaixo mostra valores de r para varios conjuntos
de dados distintos.

&
# %
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Coeficiente de correlagcéo populacional p

>

>

>

E uma caracteristica da populacéo e ndo da amostra.
N&o sabemos seu valor verdadeiro.
Mas podemos estima-lo pelo coeficiente amostral.

Pode-se fazer testes e intervalos de confianca para esse
parametro.
Pode ser que na populacéo p = 0,

» mas na amostra r # 0 por mero acaso.
Vamos ver a seguir como podemos testar se o coeficiente
€ significativo.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Teste do Coeficiente de Correlacéo

» O coeficiente de correlagdo r € apenas uma estimativa
amostral.

» Ele é calculado com base em uma amostra de tamanho n.

» Os valores amostrais podem apresentar uma correlacao,
mas a populacéo nao.

» Ser # 0 ndo garante que p # 0.

» Podemos fazer um teste de hip6tese para verificar se de
fato p # 0.
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Coeficiente de Correlagéo Linear
» As hip6teses a serem testadas sdo as seguintes:
Ho:p=0 vs Hi:p#0.

» Sob Hg temos que p = 0.
» Além disso, pode-se mostrar que

1—p?
V. =
ar(r) —>
gue é estimada por
1—r?
Vi = .
ar(r) —>

» A estatistica de teste € dada por:

1 —valor sob Hg
Var(r)

20



Coeficiente de Correlagéo Linear

» A estatistica de teste fica

rvn—2
Vi—r2’
» Como a variancia esta sendo estimada, essa estatistica

tem uma distribuicdo t-student com n — 2 graus de
liberdade.

t —

21



Coeficiente de Correlagéo Linear

Exemplo
» Considere o exemplo de indices de pobreza e violéncia.
» Temos que

N> ixyi — Q- x)(2_¥i) — 0,898
V(S x) = (2%0)21/n(Sy2) — ()2

» Queremos testar

r =

Ho:p=0 vs Hy:p#0.
» A estatistica de teste é dada por

(T n—2:0,898\/50—2:14725.
vV1-r2  /1-0,8982
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Exemplo (continuacéo)

>

>

>

Vamos considerar o« = 0, 05.

Temos tsg.0.025 ~ Zo 025 POIS N € grande.
Zp,025 = 1,96

Qual a regido critica do teste?

t>1,9%o0ut<—-1,96.

Qual a conclusao?
Comot = 14,25 > 1,96, rejeitamos Hg.

Com 5% de significancia ha evidéncias de que p # 0, ou
seja, de que existe associagao entre as variaveis.
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Exemplo (continuagao)
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Revisdo de matematica: equacéo da reta

» Coeficiente Linear ou Intercepto (a): valor de y quando
x =0.
» Coeficiente Angular ou Inclinagdo da reta (b):
» b > 0 areta é crescente (X cresce, y cresce)

» b < 0 areta é decrescente (x cresce, y decresce)
» b = 0 reta é paralela ao eixo x (x cresce, y ndo muda).

25
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Qual a derivada de a + bx em relagéo a x? b.
Qual interpretacéo da derivada?
Quanto y varia quando x varia.

O b representa o nimero de unidades que y aumenta ou
diminui quando x aumenta em uma unidade.

26



Coeficiente de Correlagéo Linear

Regressao Linear J

» Verificamos até agora se existe correlacdo ou ndo entre as
variaveis.

» Se existe, podemos querer descobrir a forma dessa
associacao.

» Queremos estimar a funcdo que determina a relacéo entre
as variaveis.

» Podemos usar a equacgédo ajustada para prever valores da
variavel resposta.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Exemplo:
» Estamos analisando um processo quimico.
» O rendimento do produto esta relacionado com a
temperatura do processo.

» Podemos construir um modelo que seja capaz de:
» prever o rendimento para uma dada temperatura.

» Esse modelo pode ser usado na otimizagc&o do processo:
» encontrar a temperatura que maximiza o rendimento.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

» E estabelecida uma equacdo

Y =p+p X

resposta explicativa

onde
» Bo € o intercepto em Y (x=0);
» (1 é inclinacdo (taxa de mudancga).

» Veremos que essa equagao nao é exata.
» Precisamos incluir um erro aleatorio.
» Vamos considerar assim por enquanto.

20



Variivel Resposta (Y)

Intercepto = /4,

Varidvel Explicativa (X)
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Exemplo:

» Considere novamente o exemplo de associacéo entre
pobreza e criminalidade.

» Vimos que existe uma forte associagéo entre as variaveis.

» Podemos escrever a variavel taxa de criminalidade em
funcéo da variavel pobreza:

Taxa Criminalidade = —0, 7 + 10, 08Pobreza

a1



Coeficiente de Correlacéo Linear

Exemplo: (continuagéo)

Taxa de Roubo e Furto

n

10 4 ¥=-0,071 + 10,08x

4

Estado 1

03 055 06 Q6 OF O 0F 08 09 03 1
Indice de Pohreza

r=0,898

R*=807%
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Coeficiente de Correlagéo Linear

» Considere um municipio com indice de pobreza X = 0, 8.
» O valor esperado da taxa de furto é

—0,7 410,08 « (0,8) = 7,99 casos por mil habitantes

Esmada 1

y - 0,071 + 10,08x .

Taxa de Roubs @ Furto
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Exemplo:
» Vamos olhar a relacéo entre:
» y - pureza do oxigénio produzido em um processo de
destilacao;
» X - porcentagem de hidrocarbonetos presentes no
condensador.

LR gL T Hlypidoa armes | 1y Paipry
e it L
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Exemplo: (continuacéo)

>

v

v

v

v

v

O grafico de dispersao que representa cada par (Xi, Vi)
como um ponto.

Nenhuma curva simples passa exatamente por todos
pontos.

Os pontos parecem estar dispertsos aleatoriamente em
torno de uma reta.

E razoéavel considerar que a média de Y esteja relacionada
linearmente com X

E(Y|X) = py)x = o + B1X .

Bo e 51 sdo chamados coeficientes de regresséao.
O valor de y néo cai exatamente sobre a reta.

a5
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Coeficiente de Correlagéo Linear

O modelo

E(Y[X) = py|x = Bo + B1X .
descreve a média de Y e ndo seu valor observado.
Podemos generalizar para um modelo probabilistico.

Consideramos que o valor esperado de x é fungéo linear
deY.

Para um valor fixo de x, o valor de Y é dado pela funcéo
do valor médio mais um erro aleatoério
Y = [o+BiX +e
—
Valor médio

onde € é um erro aleatorio.

Esse modelo é chamado modelo de regresséo linear
simples.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

» Se tivéssemos varias variaveis (X1, Xz, . .., Xp) No modelo
Y = 8o+ B1Xy + BoXo + -+ + BpXp + €

é chamado modelo de regresséo linear multipla.

» Exemplo: renda explicada pelo sexo, faixa etaria,
escolaridade, etc.

A7
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Coeficiente de Correlagéo Linear

O modelo pode aparecer a parte de uma relacao tedrica.

Exemplo:
p=Xo+Vvxt
onde
p € posicao (y)
t tempo (x)
v velocidade (1)
Xo posicéo inicial (5o) .

v

vV vy

Em outros casos, ndo sabemos qual relacdo entre y e Xx.

Entdo o modelo é escolhido a partir do diagrama de
dispersao.
Como foi feito para os dados do oxigénio.

A8
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Quando nao conhecemos uma relagdo teérica chamamos
de modelo empirico.

Escolhemos a forma mais adequada a partir de uma
analise empirica dos dados.

Essa forma néo precisa ser necessariamente uma reta.
SO iremos tratar aqui esse caso mais simples.
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Coeficiente de Correlagéo Linear
Considere novamente o modelo
Y = Bo —+ ﬁlx + €.

Consideramos que ¢ ~ N(0, 02).
Se fixarmos x temos que

E(Y[x) =E(Bo + fux + €) = E(bo) + E(b1x) + E(e)

= Po + B1x + 0 = fp + f1X
(como na definigéo anterior).
A variancia é dada por

Var (Y |x) = Var(Bo+ f1x +¢€) = Var(8p)+ Var (81x)+ Var (e)

=0+0+02=02.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Interpretagéo do (3

» Temos que (3; é a inclinacao da reta.
» Entdo (3, representa:
» 0 aumento esperado em Y quando x aumenta uma
unidade.
» Exemplo: Y (renda em mil reais) e x (escolaridade em
anos)
Y =0,5+1,5X +e€.

» Espera-se um aumento de R$ 1500,00 no salario para
cada ano a mais de estudo.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Interpretagéo do [y
» (3 € 0 intercepto da reta.
» Entdo Sy representa:
» 0 valor esperado de Y quando x = 0.
» Exemplo: Y (renda em mil reais) e x (escolaridade em
anos)
Y =0,5+1,5X +¢€.
» A renda esperada de uma pessoa sem estudo algum é de
R$ 500,00.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Exemplo:

>

Considere novamente o exemplo de associacao entre
pobreza e criminalidade.

Vimos que existe uma forte associagao entre as variaveis.
Temos que 5y = —0,7.

Esse coeficiente ndo tem sentido pratico.

N&o existe taxa negativa.

B1 = 10,08.

Interpretacdo: O aumento em uma unidade nos indices de
pobreza aumenta em 10,08 o niumero de casos esperados
de casos de roubos/furtos por mil habitantes.

[~%¢]



Coeficiente de Correlagéo Linear
Exemplo: (continuagéo)
» Para o Estado 2 temos que a reta de regresséo € dada
por:

Taxa Criminalidade = 0,34 + 9, 85Pobreza

Taxa de Roubo e Furto
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Exemplo: (continuacédo)
» Nesse caso a reta € bastante informativa.
» Ha pouca disperséo dos pontos em torno dela.
5o n&o tem interpretacao.
£ =9,85.
Qual interpretacao?
O aumento em uma unidade nos indices de pobreza

aumenta em 9,85 o nimero de casos esperados de casos
de roubos/furtos por mil habitantes.

v

v

v

v
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Coeficiente de Correlagéo Linear
Exemplo: (continuagéo)

» Para o Estado 4 temos que a reta de regresséo € dada
por:

Taxa Criminalidade = 8,23 + 0, 19Pobreza

Esndo 4

n

1 " . . "
e L] -® L . r. -t
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3 8 " - L4
(rd e ' '
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2
1 s - -
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T . .
3 . e
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Exemplo: (continuacéo)
» A reta de regressao nao é util nesse caso.
» N&o deve ser usada.

» Para esse estado, 0s niveis de pobreza ndo dizem nada
sobre a criminalidade.

» N&o podemos interpretar os coeficientes.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Exemplo:
» Considere o exemplo de destilacdo do oxigénio:
» y - pureza do oxigénio produzido em um processo de
destilacao;
» X - porcentagem de hidrocarbonetos presentes no
condensador.

Suponha que o verdadeiro modelo é dado por

v

Y =754+15X + ¢

onde e ~ N(0, 2).
Entéo

v

Y ~ N(75 + 15x, 2) .

A variancia do efeito aleatorio o2
» determina a variablidade do Y em torno da reta.

Se o2 é grande = as observacdes ficam longe da reta.
Se o2 é pequeno = as observacoes ficam perto da reta.

v

v

v
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Exemplo: O modelo pode ser representado graficamente da
seguinte forma:

¥y
(Dxygen
purity}
B+ By 11,25 True regression line
Hylp=lg+ thx
=75 +15x
fg+ Ay 0,00

r=100 r=1.25 x(Hydrocarbon level)
Figure 11-2  The distribution of ¥ for a given value of ¥ for the
oxyzen purity-hydrocarbon data,



Coeficiente de Correlagéo Linear

Exemplo:
» Podemos usar o modelo para respondermos :

» qual a pureza esperada do oxigénio para uma determinada
porcentagem de hidrocarbonetos?

» Considere que a porcentagem de hidrocarbonetos é
1,25% (x = 1, 25).
» Entdo a pureza esperada do oxigénio é de:

E(Y|x) = 75+ 15(1,25) = 93,75..
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Esse é um exemplo hipotético.

Geralmente ndo saberemos o valor real de (59, 41) € o°.

S&o estimados a partir de dados da amostra.
Veremos a seguir o método mais usado.
O método de minimos quadrados.

2
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Abusos sobre a regresséo
» Associacao entre variaveis ndo implica relacdo causal.

» Planejamento de experimentos é a unica forma de
determinar relacdes causais.

» Relacdes de regrssdo séo validas apenas dentro da faixa
dos dados coletados.

» Modelos de regressdo podem nao ser validos para
extrapolacao.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

Uso da equacédo de regressao

» Podem ser Uteis para predizer o valor de uma variavel
dado o valor de outra.

» SO podemos usa-la se o valor de r indica uma associacao
linear entre as variaveis.

» A reta de regressao precisa se ajustar bem aos dados.

» Se ndo existe uma correlacdo linear, a nossa melhor
estimativa para Y é sua média.
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Coeficiente de Correlagéo Linear

» Se queremos predizer o valor de Y usando x:
» se ndo existe relagdo linear entre x e y, o melhor valor é a
média;
» se existe relacdo linear, substitui o valor de x na reta de
regressao.
» Uma reta ajustada no passado pode nao ser util hoje.

» Nao devemos fazer predi¢cdes para populag@es diferentes
daquela de onde provem os dados amaostrais.

/A4
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