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Erros Comuns que Envolvem a Anélise de Correlagéo

Propriedade de linearidade
» Ser =~ 0 nao significa que as variaveis ndo estédo
correlacionadas de forma alguma.
» O coeficiente de correlacdo mede apenas associacéo
linear entre as variaveis.
» E preciso sempre fazer o diagrama de disperséo!

Relagdo nao-linear
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Erros Comuns que Envolvem a Anélise de Correlagéo

Dados agrupados em taxas ou em médias

» Quando agrupamos os dados, suprimimos variacdes entre
os individuos.

v

A variabilidade parece menor do que é na verdade.

v

Isso pode inflacionar o coeficiente de correlagéo linear.

v

Considere o exemplo da pobreza e criminalidade.

v

Suponha que agrupamos 0s municipios em macroregioes.

v

Tomamos a médias das variaveis em cada regido.



Erros Comuns que Envolvem a Andlise de Correlagdo

v

Quando agrupamos os dados a varibiliade diminui e a

associacao parece ser mais forte.

» Estamos escondendo uma fonte de variabilidade.
50 municipios 10 Macroregides
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Erros Comuns que Envolvem a Andlise de Correlagdo

Concluir imediatamente que a correlacdo implica
causalidade
» Uma pesquisa recente concluiu que:

» paises onde as pessoas consomem mais chocolate
ganham um nimero maior de Prémios Nobel.

FOOD & DRINK

Secret to Winning a Nobel Prize? Eat More Chocolate

W Tweet | 625




» Temos a seguir o grafico de dispersado das duas variaveis.

» Qual concluséao vocé tira?
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Erros Comuns que Envolvem a Andlise de Correlagdo

» Temos a seguir o grafico de dispersado das duas variaveis.
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» Qual conclusao vocé tira? Parece existir uma associacao
positiva.



Erros Comuns que Envolvem a Anélise de Correlagéo

» Existe uma terceira variavel oculta que leva ao aumento
das duas quantidades.

» Qual variavel é essa?



Erros Comuns que Envolvem a Anélise de Correlagéo

v

Existe uma terceira variavel oculta que leva ao aumento
das duas quantidades.

v

Qual variavel é essa? Renda per capita.

v

Paises com maior renda per capita:

» investem mais em educacéo, logo ganham mais Prémios
Nobel;
» tém mais dinheiro para consumir chocolate.

v

Portanto o consumo de chocolate ndo torna as pessoas
mais inteligentes!



Método de Minimos Quadrados

«Or «F»

it
a
it

DA



Método de Minimos Quadrados

» Na regressdao linear simples temos:
» uma variavel explicativa (x) e uma variavel resposta(y).

» O valor esperado de Y para cada valor de x é
E(Y[x) = Bo + B1X .
» Avariavel Y pode ser descrita pelo modelo
Y =00+ P1X + ¢
onde ¢ € um erro aleatorio e
e ~N(0,0?).

» Os erros aleatério de diferentes observacdes sdo
independentes.

11



Método de Minimos Quadrados

» Suponha que temos n pares (X1,Y1),-- -, (Xn, Yn)-
» A figura mostra o gréafico de disperséo e uma candidata a
reta de regressao.

Observed value
Data (y)

Estimated
regression line

Figure 11-3  Deviations of the data from the
estimated regression model.
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Método de Minimos Quadrados

Método de Minimos Quadrados

Encontrar valores de Sy e 51 que minimizem a soma dos
desvios ao quadrado.

>
Observed value
Data (y)

Estimated
regression line

Figure 11-3  Deviations of the data from the
estimated regression model.
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Método de Minimos Quadrados

» Utilizando a equacéo
Y = o+ f1X + €
as n observacdes da amostra podem ser expressas como
Yi = Bo + B1Xi + €i

parai =1,...,n.

» A soma dos quadrados dos desvios das observagdes em
relacdo a reta é dada por

L=) &= (Y — Bo— b1x)
i—1

i=1
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Método de Minimos Quadrados

» Defina 3y e 3, os estimadores de minimos guadrados de
p1 € Ba.

» Queremos encontrar os valores de 5y e 51 que minimizam
0 erro.

» Como fazemos isso?

15
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Método de Minimos Quadrados

Defina 3, e 3, 0s estimadores de minimos guadrados de
p1 € Ba.

Queremos encontrar os valores de (3 € 81 que minimizam
0 erro.

Como fazemos isso? Deriva e iguala a zero.
fo € By devem satisfazer

|
@/BO 30731
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Método de Minimos Quadrados

Defina 3, e 3, 0s estimadores de minimos guadrados de
p1 € Ba.

Queremos encontrar os valores de (3 € 81 que minimizam
0 erro.

Como fazemos isso? Deriva e iguala a zero.
fo € By devem satisfazer

oL n

SR =-2) (Yi—Bo—Bx)=0
@/BO 30731 ;
o
aﬁl BO’El
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Método de Minimos Quadrados

Defina 3, e 3, 0s estimadores de minimos guadrados de
p1 € Ba.

Queremos encontrar os valores de (3 € 81 que minimizam
0 erro.

Como fazemos isso? Deriva e iguala a zero.
fo € By devem satisfazer

n

oL ~ ~

SR =—-2) (Yi—Bo—Pixi)=0
@/BO 30731 ;

oL n
VR = 2 (Vi —Bo—Pix)x =0
aﬁl BO’El ;
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» Simplificando essas equacdes temos que
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Método de Minimos Quadrados

» Simplificando essas equacdes temos que

nfo + A in = ZYi
i i=1

i=1

n n n
Bozxi +512Xi2 = ZYiXi :
i=1 i=1 i=1

» Essas equacdes sdo chamadas equac¢fes normais.
» A solucdo dessas equacdes resulta nos estimadores 3, e

B1-
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Estimativas de Minimos Quadrados

Estimativas de Minimos Quadrados
» A estimativa de minimos quadrados do intersepto € dada
por
fo=Y —BiX.
» A estimativa da inclinacédo é dada por

A

b1

n

Sy - LAl x)
— 1=
- Zn 1X-2 _ (g xi)?

i=1 A

n

» Em que

17



Estimativas de Minimos Quadrados
» A linha de regresséo ajustada é dada por
y = Bo+ Bix.
» Cada par de observagfes satisfaz
Vi=fFo+Fixi+e, i=1,...,n
onde e; é chamado residuo e é dado por
& =Yi—Vi-

» Oresiduo descreve o erro no ajuste do modelo para a
i-ésima observacao ;.
» Veremos adiante:

» como usar os residuos para verificar adequacéo do
modelo.

18



Estimativas de Minimos Quadrados

» Podemos usar simbolos especiais para o numerador e
denominador das expressdes de Sy e 5.

» Considere os dados (X1,Y1), (X2,¥2), - - -, (Xn, Yn)-
» Defina as sequintes quantidades

n

Sxx = Z(Xi —7)2 = zn:xiz — M
i=1

i=1

n

Sxy = Z(Yi - )_/)(Xi - Y)

i=1

n

— zn:XiYi _ (Xiiaxi) (i)

19



Estimativas de Minimos Quadrados

» Vejamos as demonstragdes dos resultados:

n n

S = 30— R = 30— 2%+ )

i=1 i=1

n n
D OxZ—2X ) x4+ nxZ =) "x? — 2nx? 4 nx*
i—1 i i—1

ZX Z.X)

20



Estimativas de Minimos Quadrados

n n

Sy =2 (Vi =V —X) =D _(¥iXi — ¥iX — ¥% +yX)

i=1 i=1

—ZY|X|_XZY| yZX|+an

ZZYiXi — NXy — nXy + nxy
i

= ZYiXi—nWZ Z:yixi—nZi Xr;zZi Y ZM

Z| Xi Z| Yi
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Exemplo:

» Considere os dados de pureza de oxigénio:

Table 111 Ovygen and Hydrocarbon Levels

Obaervation m‘?&"w l:g_
1 0.959 90.01
2 102 #9.05
3 115 91.43
4 129 9374
5 146 96,73
[ 136 94,45
7 087 £7.59
8 1.23 91.77
9 155 99.42

10 140 93.65
11 119 93,54
12 115 92.52
13 0.9 90,56
14 101 49,54
15 11 50,85
16 120 90,39
17 1.26 93,25
18 132 9341
19 143 94.98
20 0.95 §7.33
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Figure 11-1 Scatler diagram of oxygen purity versus hydrocarbon
bevel from Table 11-1.



Estimativas de Minimos Quadrados

Exemplo:

» Vamos ajustar o modelo de regresséo linear simples para
esses dados.

» Temos que

20 20
n=20 in =23,92 Zyi —1842,21
i=1 i=1

X =1,1960 ¥ = 92,1605.

20 20
D y? =170044,5321 > x? = 29,2892
i=1 i=1

20

D " xiyi = 2214,6566

i=1

i)



Estimativas de Minimos Quadrados

Sxx_f:x _&

(23,92)2

— 20,2892 — = 0,68088

20 20 20
Sy = 3 xiyi— (it )(Z' 1) :2214,6566—(23’92)(2](')843’21)

= 10,1

» Entdo as estimativas de minimos quadrados sao

~ Sy  10,17744

=20~ 0T 19 9474
i S« 0,68088 9,94748

Bo =y — B1X = 92,1605 — (14,94748)1,196 = 74,28331 .
» O modelo de regressao linear simples é:

A

Y = 74,283 — 14,947x .

24



» A figura a seguir mostra reta de regressdo ajustada.
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Estimativas de Minimos Quadrados

Exemplo:
» Vamos considerar as seguintes variaveis:
» nUmero de armas automaticas registradas;
» taxa de criminalidade.
» Essas variaveis sdo observadas em 8 municipios

americanos.

Armas (milhares): 116 83 36 06 69 25 24 26

Crimes (100 mil hab): | 13,1 106 101 44 115 66 36 53

26



Estimativas de Minimos Quadrados

Exemplo: (continuacgéo)

Crimes (por 100 mil)
-

[ 2 4 L] 8 10 12
Armas automaticas (milhares)

» O grafico de disperséao é
apresentado ao lado.

» Os crimes com armas de
fogo parecem estar
relacionados com a
guantidade de armas
automaticas?

27



Estimativas de Minimos Quadrados

Exemplo: (continuacgéo)

Crimes (por 100 mil)

4 [ 8
Armas automaticas (milhares)

10

» O grafico de disperséao é
apresentado ao lado.

» Os crimes com armas de
fogo parecem estar
relacionados com a
guantidade de armas
automaticas? Sim.

» Estarelacao é linear ?

27



Estimativas de Minimos Quadrados

Exemplo: (continuacgéo)

v

O gréfico de disperséo é
apresentado ao lado.

» Os crimes com armas de

) : fogo parecem estar
; . relacionados com a
™ guantidade de armas
1Y . automaticas? Sim.
o » Esta relagéo é linear ?

| Sim.

" amesavomtcasiminaren » E crescente ou

decrescente ?

27



Estimativas de Minimos Quadrados

Exemplo: (continuacgéo)

v

O gréfico de disperséo é
apresentado ao lado.

» Os crimes com armas de

) : fogo parecem estar
; . relacionados com a
™ guantidade de armas
1Y . automaticas? Sim.
o » Esta relagéo é linear ?

| Sim.

" amesavomtcasiminaren » E crescente ou

decrescente ? Crescente
(ou positiva).



Exemplo: (continuagao)

» Qual a intensidade ?
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Estimativas de Minimos Quadrados
Exemplo: (continuacgéo)
» Qual a intensidade ? Forte.
r =0,885

» Esse valor é significativo?
» Vamos testar as hipoteses

28



Estimativas de Minimos Quadrados
Exemplo: (continuacgéo)
» Qual a intensidade ? Forte.

r = 0,885

» Esse valor é significativo?
» Vamos testar as hipoteses

Ho:p=0 vs Hi:p#0.
» Vimos que a estatistica de teste é dada por

rvn—2

t= — =

vV1—r2

28



Estimativas de Minimos Quadrados
Exemplo: (continuacgéo)
» Qual a intensidade ? Forte.

r = 0,885

v

Esse valor é significativo?
Vamos testar as hipoteses

v

Ho:p=0 vs Hi:p#0.

v

Vimos que a estatistica de teste é dada por

_rvyn—-2 (0,885)v8 — 2 _
Vvi—rZz /1-(0,885)2

v

Sob Hy temos que
t~tg.

v

Fixando o = 0, 05, tg g25.6 =

656

28



Exemplo: (continuagéo)
» Fixamos o nivel de significAncia em o = 0, 05.

A

Table IV Pescensage Pines 1, of the r-Disibuison

L]

fav

225
204
37
am
267
265

AT -

a5
1.000
L]
Tes
4
a
it

o'
3078
1556
1638
1333
1476
1440

6314
920
2383
bR H
2015
1943

s o

12706 31824
4.303 6963
k2 45
1776 747
2571 3368
2447 3143

» Temos entado que tg go5.6 =

05
63657
9923
S840
460
4z
ER

o02s. i -000s.

12732 383 636l

14089 23326 31598
TA53 10213 12924
£508 7T 10
4am 5893 B869
a7 s208 5959

(=)
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Exemplo: (continuagéo)
» Fixamos o nivel de significAncia em o = 0, 05.

A

L] tay

Table IV Percenage Prangs t_, of the r-Distribuson

A 35 pl 05 A5 o A0S o025 o D005
33§ 1000 3078 s34 12706 JLE1L eM6ST 127032 EIEET] 636,62
259 L1L] 1556 2520 4.303 6963 9923 14089 132 31598
m ] 1L&38 2343 k2 434 S840 7453 o213 12924

am 4 1333 m 76 7 464 S50 AL 610
267 a 1476 2015 sm 3365 4032 47m 5893 HRE
265 it 1440 1943 147 1143 1707 437 5208 5959

» Temos entéo que tg go5.6 = 2,447.
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Exemplo: (continuagéo)

» A regido critica é dada por
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Estimativas de Minimos Quadrados

Exemplo: (continuacgéo)
» Aregido critica é dada por

t<—-2,447 ou

» Qual a conclusa do teste?

t > 2,447 .

20



Estimativas de Minimos Quadrados

Exemplo: (continuacgéo)
» Aregido critica é dada por

t<—2,447 ou t>2,447.

» Qual a conclusa do teste?
» Comot > 2,447 rejeitamos Hg.

» Com 5% de significAncia pode-se dizer que existe uma
associacdao significativa entre nimero de armas
automaticas registradas e taxa de criminalidade.

20



Estimativas de Minimos Quadrados

Exemplo: (continuacgéo)
» Vimos entdo que as variaveis estéo linearmente
associadas.

» Vamos agora ajustar um modelo de regressao linear
simples.

» A variavel resposta é

21



Estimativas de Minimos Quadrados

Exemplo: (continuacgéo)
» Vimos entdo que as variaveis estéo linearmente
associadas.

» Vamos agora ajustar um modelo de regressao linear
simples.

» A variavel resposta é taxa de criminalidade.
» A variavel explicativa é

21



Estimativas de Minimos Quadrados

Exemplo: (continuacgéo)

>

Vimos entdo que as variaveis estdo linearmente
associadas.

Vamos agora ajustar um modelo de regressao linear
simples.

A variavel resposta é taxa de criminalidade.

A variavel explicativa é nimero de armas automaticas
registradas.

O modelo de regresséo é dada por
Yi = Bo+ P1xi + €

onde ¢ ~¥ N(0, 02).

21



Estimativas de Minimos Quadrados
Exemplo: (continuacgéo)
» As estimativas dos parametros 5 € 8, sédo dadas por
5 Sy _ A _T_ Ay
ﬁl_S—_O’SS Bo =Y — p1X = 4,05.

XX

» A reta ajustada é mostrada logo abaixo.

16 - crimes = 4,05 + 0,85armas

Crimes (por 100 mil}
(-]

- ' T T :
0 2 4 ] 8 10 12
Armas automaticas (milhares)

292



» O que significa 8y = 4,05?
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Estimativas de Minimos Quadrados

» O que significa 8y = 4,057
» Em um local com nenhuma arma registrada a taxa de

criminalidade esperada é de 4,05 crimes por 100 mil
habitantes.

» O que significa g, = 0,857

23



Estimativas de Minimos Quadrados

O que significa gy = 4,057
Em um local com nenhuma arma registrada a taxa de

criminalidade esperada é de 4,05 crimes por 100 mil
habitantes.

O que significa 5, = 0,857
Para cada aumento em uma unidade no nimero de armas

registradas aumenta em 0,85 o niumero de crimes
esperados por 100 mil habitantes.

23



Estimativas de Minimos Quadrados

Estimador de o2

» Um outro parametro desconhecido do modelo é a
variancia do erro
Var(e) = o2 .

» Podemos estima-la usando os residuos
e =Vi—Vi.

» Soma dos quadrados dos residuos SQg é dada por

SQe =) el => (vi— %)
i—1

i=1

24



Estimativas de Minimos Quadrados

» Pode-se mostrar que
E(SQg)=(n—2)0? =

» Um estimador de o2 é dado por

O/_\ZZSQE
n-—2

02

E(SQE)

n-—2

25



Estimativas de Minimos Quadrados

» Programas computacionais sao utilizados para ajustar
modelos de regressao.

abi Onygen Puriry [ Example 11

B

Tt exquation is

Purity = 74.3 + 14.9 HC Level

Predictor Coef SE Coef T P

Comstant 74253 -l 1.593 46,62 0.000

HC Level 14.947 =, L7 11.35 0000

5 = 1.087 R-Sq = §7.7% R-Sq (adj) = §7.1%

Analysis of Variance
DF 55 MS I r

1 15213 15213 128.86 0000

18 21.25 -a=55, 118 =
19 17338

Predicied Values for New Observations

New Obs Fit SE Fit 90 1 950 Pl
1 §9.231 0,354 (58,486, 89.975) (86,830, 91.632)

Values of Predictors for New Observations

New Obs HC Level
1 1.00

» Veremos como fazer esse ajuste usando o software R.

26
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