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Analise de Variancia

» A variavel X € um bom preditor da resposta Y?

» Quanto da variagao da variavel resposta é explicada pela
reta de regressao?

» A distancia de cada individuo em relacdo a média do
grupo é dada por



v

v

v

v

Analise de Variancia

A variavel X é um bom preditor da resposta Y?

Quanto da variagao da variavel resposta € explicada pela
reta de regressao?
A distancia de cada individuo em relacdo a média do
grupo é dada por B

(Y- V).
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Analise de Variancia

A variavel X é um bom preditor da resposta Y?

Quanto da variagao da variavel resposta € explicada pela
reta de regressao?

A distancia de cada individuo em relacdo a média do
grupo é dada por B

(Y- V).
A variandia da variavel resposta € dada por

n

S (Y- V.

i=1

Se nao tivéssemos 0 modelo de regressao, o melhor
preditor para Y; é Y.



Analise de Variancia

» A variacdo dos dados pode ser decomposta em uma soma
de parcelas.

» Vamos ver como isso ¢ feito.
» Somando e subtraindo Y temos que

Vi— V=
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Analise de Variancia

A variacédo dos dados pode ser decomposta em uma soma
de parcelas.

Vamos ver como isso ¢ feito.
Somando e subtraindo Y temos que

V- Vi= (Y- V)4 (-9,

Somando e subraindo Y; temos que

(Yi—¥) =
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Analise de Variancia

A variacédo dos dados pode ser decomposta em uma soma
de parcelas.

Vamos ver como isso ¢ feito.
Somando e subtraindo Y temos que

Yi— V= (Y- V) + (V- V).

Somando e subraindo Y; temos que

Yi-YV)=(Yi- )+ (V- Y).

Elevando a segunda igualdade ao quadrado

(Yi= VP2 = (Yi= Vi +2(Yi = V)(Vi = V) + (Vi - V)2



Analise de Variancia

» Somando a expressao
(Vi = V)2 = (Yi = Vi)? +2(Yi = V))(¥; -

em j temos que



Analise de Variancia

» Somando a expressao
(Y= VP = (Y= WP+ 20, = BV = V) + (V- V)P
em j temos que

n n n

S V-V = S (Y- VP2 3 (Vim T)(F- V) S T

i=1 i=1 i=1 i=1

» Vamos mostrar agora que



n

SV Y-V =

Haco
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Analise de Variancia

Temos que
n o . n R _n ~
S (== V) =3 (Y- VY-V (V- V).
i=1

i=1 i=1

Vamos olhar cada parcela separadamente.
Para o segundo termo temos que

n n
YD (Yi= Vi)=Y (Yi—Bo—piX) =0
i=1 i=1
A segunda igualdade é valida pois € uma das equagodes
normais.

Lembre que

oL
oJ51)

30731
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Analise de Variancia

Temos que
n o . n R _n ~
S (== V) =3 (Y- VY-V (V- V).
i=1

i=1 i=1

Vamos olhar cada parcela separadamente.
Para o segundo termo temos que

n n
YD (Yi= Vi)=Y (Yi—Bo—piX) =0
i=1 i=1
A segunda igualdade é valida pois € uma das equagodes
normais.

Lembre que
oL n " "
BN =—-2) (¥i—Bo—Pix)=0.
0PBo 34, Z_;




» Para a segunda parcela temos que

n A A
> (Yi- VY=
i=1
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Analise de Variancia

» Para a segunda parcela temos que

n n n n
SNYi-Y)Vi=> (Bo+biX)ei=50> ei+5 D Xe;
i=1 i=1 i=1 i=1
» Observe que

n

doei=> (Yi—bo—HX)=
i=

i=1



Analise de Variancia

» Para a segunda parcela temos que

n n n n
SNYi-Y)Vi=> (Bo+biX)ei=50> ei+5 D Xe;
i=1 i=1 i=1 i=1
» Observe que

n

de=Y (Yi—Bo—p1X)=0
i=1

i=1

pois é a primeira equacao normal.



- n
inei = ZXI(YI—QO _31)(,-) B
j=1 —

o @
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Analise de Variancia
» Além disso
n n
> Xiei =Y Xi(Yi—Bo—B1X)=0
i=1 i=1

pois essa € a segunda equacao normal.
» Lembre-se que

oL
0B

30731



Analise de Variancia

» Além disso

pois essa € a segunda equacao normal.
» Lembre-se que

oL

9B1 13,5,

= -2 (yi—Bo—Bix)x=0.
=

» Dessa maneira temos que

n

Z(Y Y Y Z 0+51X el 50261‘1’512)(61

i=1 i=1

B0+ 310=0.



Analise de Variancia

» Mostramos assim que

n n
Y Yi-V)(Yi-v)=>(
i=1 i=1
» Portanto

10



Analise de Variancia

» Entdo a soma de quadrados total pode ser decomposta
em

S-VE - S-VE o+ S (-

i=1 i=1 i=1
-

NE

—_— — —
Soma de Quadrados  Soma de Quadrados Soma de Quadrados
Totais da Regresséo dos Residuos

SQT = SQR + SQE .

» SQT = mede a variacao dos valores de Y na amostra.

» SQR = mede o quanto da SQT ¢é explicada pelo modelo
de regressao ajustado.

» SQE = mede o quanto da SQT nao é explicada pelo
modelo de regresséao ajustado.

11



Analise de Variancia

Tabela de Andlise de Variancia (Tabela ANOVA) J
Fonte de Variagdo | Graus de Soma de Quadrado
Liberdade Quadrados Médio
Regress&o 1 SQR=5" (V- Y)? QMR = SQR/1
Residual n-2 SQE =X"".,(Y;— Y)? | QME = SQE/(n - 2)
Total n—1 SQT =37, (Y- Y)

Tabela: Tabela ANOVA

12



Analise de Variancia

Graus de Liberdade
» NUmero associado a uma soma de quadrados.

» Quantos pedacos independentes de informacao
envolvendo as n quantidades independentes Yj;...;
Sa0 necessarios para calcular a soma de quadrados.

Yn

13



Analise de Variancia

» Soma de Quadrados Totais

n
SQT =) (Yi—Y)?
i=1

envolve n — 1 quantidades independentes (Y; — Y) pois

SLL(Yi-Y)=0.
» Soma de Quadrados da Regressao

n
SQR=) (Vi-Y)?
=1
pode-se mostrar que 7, (Vi — Y)? = 32Sxx.

» A Unica informagéo que vem do vetor Yi,..., Y, esta em
(1. Portanto temos apenas um grau de liberdade.

14



Analise de Variancia

» Soma de Quadrado dos Residuos

n
SQE =Y (Vi — V)2
i=1
por subtragéo, tem (n— 1) — 1 = n— 2 graus de liberdade.

Soma de Quadrados

Quadrado médio = Graus de Liberdade

15



Analise de Variancia

Coeficiente de Determinagao (R?)

Mede a proporgéo da variabilidade total dos dados explicada
pelo modelo de regressao.

» Somade Quadrados da Regressdo Y7, (Vi — Y)?

A= Soma de Quadrados totais TS (Y- V)2

16



Analise de Variancia

Observacgodes
» R2 <1
» R? =1 somente se o ajuste do modelo é perfeito.
» Toda a variabilidade dos dados é explicada pelo modelo

Y,= V¥, paratodoi.
» E possivel mostrar que
R? = (coeficiente de correlagéo entre X e Y)?

ou seja, R = coeficiente de correlacdo entre X e Y.

17
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Analise de Variancia

Vejamos porque isso € verdade.
Vimos que
s Sxy
B = Sov
XX
Pode-se mostrar que (lista de exercicio)

n

> (V=Y =piSxx.

i—1
Substituindo 3y temos

n

S (V- V2=

i=1

18
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Analise de Variancia

Vejamos porque isso € verdade.
Vimos que
s Sxy
B = Sov
XX
Pode-se mostrar que (lista de exercicio)

n
> (V=Y =piSxx.

i=1

Substituindo 3y temos

i=1

zn:(% ~Y)?E = <%>25xx =

18
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Analise de Variancia

Vejamos porque isso € verdade.
Vimos que
s Sxy
B = Sov
XX
Pode-se mostrar que (lista de exercicio)

n
> (V=Y =piSxx.

i—1
Substituindo 3y temos

n. S 2
d(Yi-Yy= <S—j:;> Sxx =

i=1

18



Analise de Variancia

Entao

2
o Sl (VR 5%
> (Yi=Y)2  Swy
pois Y74 (Vi — Y)? = Syy.
Ou seja
2 Sy
SxxSyy

Mas sabemos que o coeficiente de correlagcdo de Pearson
€ dado por

ny ixiyi — Q2 xi) (2 yi) _ Sy
V(S x) — (Six)2\/n(S,y2) — (D) VS

Mostramos assim que

r =

R? = (coeficiente de correlacéo entre X e Y)2.

19



Analise de Variancia

Exemplo
» Vamos analisar a relagao entre duas variaveis:

» temperatura atmosférica média do més;
» consumo mensal de gas residencial.

» Qual é a variavel resposta?

20
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Exemplo
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Analise de Variancia

Exemplo

» Vamos analisar a relagao entre duas variaveis:

» temperatura atmosférica média do més;
» consumo mensal de gas residencial.

» Qual é a variavel resposta? Consumo.
» Qual é a variavel explicativa? Temperatura.

20



Analise de Variancia

Exemplo (continuacao)
» Abaixo encontram-se os dados coletados e o grafico de
dispersao das duas variaveis.

X, ¥
35,3 10.98
2.7 11,13
30,8 12,51
588 840
614 0,27
1.3 73 >
744 6,36
6.7 8,30 1
707 782 «q
57,5 0,14 e . .
16.1 8,21 ol e .
280 12,19 .
28,1 11,88 7 . . .o
30.1 0,57 ® 4 * * 3 :
16,8 10,01 - :
185 0,58 ‘.
59.3 10,00 “
70.0 s
70.0 6.83 2 @ 0 o 7‘0 M
745 8,88
721 768
58,1 847
16 8,86
334 10,36

28.6 11,08



Analise de Variancia

Exemplo (continuacao)
» A partir dos dados coletados temos que

n=25 ) V;==23560 Y=9424 > X;=1315

X=52,60 ) X;¥;=11821,4320 > X7 =76323,42

» A partir desses dados podemos calcular os coeficientes da

reta . .
81 =—0,079829 [y = 13,623005.

» O modelo ajustado é

Y =13,623005 — 0,079829X + €

onde ¢ ~ N(0, ?).
» Qual a interpretacdo dos parametros?

29



Analise de Variancia

Exemplo (continuacao)
» O grafico asseguir apresenta a reta ajustada.

>
©

. Y ou X1 =f(Xs)

12

"
|

-/?e 13,6230 —0,0798Xs

10
|

30 40 50 60 70 80



Analise de Variancia

Exemplo (continuacao)
» Precisamos dos seguintes dados para calcular as Somas
de Quadrados.

Xi

35.3

29,7

30,8

58,8

61.4

713 8,73

T44 6.36

76,7 8,50

70,7 782

57,5 9,14 9

46,4 8,24 9,92 -1,68
28,9 12,19 11,32 0,87
28,1 11,88 11,38 0,50
39,1 9,57 10,50 -0.93
16,8 10,94 9.89 1,05
48,5 9.58 9.75 -017
59,3 10,09 8.89 1,20
70,0 8,11 8.03 0,08
70,0 3 8.03 -1,20
745 7.68 1,20
72,1 7.87 -0,19
58,1 8,98 -0,51
446 10,06 1,20
334 10,96 -0,60
28,6 11,34 -0,26




Analise de Variancia

Exemplo (continuacao)
» Vamos agora calcular as Somas de Quadrados

SQR = Z — 45,5924

n
SQE =) (Yi— V;)? = 18,2234
i=1

n
SQT =) (Yi—Y)?=63,8158
i=1

25



Analise de Variancia

Exemplo (continuacao)
» A Tabela ANOVA fica da seguinte maneira

Fonte de Graus de Soma de Quadrado
Variacédo Liberdade | Quadrados Médio
Regressao 1 45,5924 QMR = 45,5924 /1
Residual 23 18,2234 QME = 18,2234/23 = 0,7923
Total 24 63,8158

Tabela: Tabela ANOVA

26



Analise de Variancia

» O Coeficiente de Determinagao é dado por

_ SQR 45,5924
~ SQT ~ 63,8158

RZ

» Isso significa que

—0,7144.

27



Analise de Variancia

» O Coeficiente de Determinagao é dado por

_ SQR 45,5924

R2 = =
SQT ~ 63,8158

—0,7144.

» Isso significa que
» 71,44% da varibilidade dos dados pode ser explicada pelo
modelo de regressao.

27
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Intervalos de Confianca e Testes para 3; e 3
» Lembre-se que o modelo é definido como
Yi=Bo+ 51 Xi+ e
onde ¢; ~™@ N(0, 0?) .
Suposicdes do Modelo de Regressao

» Os erros sdo variaveis aleatérias com média zero e
variancia constante desconhecida

E(e)=0 Var(e) = o?.

» Os erros sdo independentes entre si.
» Isso implica que Cov(e;,¢j) = 07

20



Intervalos de Confianca e Testes para 3; e 3
» Lembre-se que o modelo é definido como
Yi=Bo+ 51 Xi+ e
onde ¢; ~™@ N(0, 0?) .
Suposicdes do Modelo de Regressao

» Os erros sdo variaveis aleatérias com média zero e
variancia constante desconhecida

E(e)=0 Var(e) = o?.

» Os erros sdo independentes entre si.
» Isso implica que Cov(e;, ¢j) = 0?7 Sim.
» O contrario é verdade?

20



Intervalos de Confianca e Testes para 3; e 3
» Lembre-se que o modelo é definido como
Yi=Bo+ 51 Xi+ e
onde ¢; ~™@ N(0, 0?) .
Suposicdes do Modelo de Regressao

» Os erros sdo variaveis aleatérias com média zero e
variancia constante desconhecida

E(e)=0 Var(e) = o?.

v

Os erros sao independentes entre si.
Isso implica que Cov(ej,¢;) = 0? Sim.
O contrario é verdade? Nao.

Os erros tem distribuicdo normal

v

v

v

ei ~ N(0,02).

20



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Dessas supoésicoes decorre que os Y; sdo indendentes
com a seguinte distribuicao

20



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Dessas supoésicoes decorre que os Y; sdo indendentes
com a seguinte distribuicao

Yilxi ~ N <50 + B1Xi, 02)

parai=1,...,n.
» Os Y, sdoiid?

20



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Dessas supoésicoes decorre que os Y; sdo indendentes
com a seguinte distribuicao

Yilxi ~ N <ﬁo + B1Xi, 02)

parai=1,...,n.
Os Y, sao iid? Nao, pois nao sao identicamente
distribuidos.

v

NBo+ B X, 0%)

observed
Y value
A

20



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Distribuicao F
» E uma distribuicdo continua que s6 coloca massa de
probabilidade em valores positivos.
» Essa funcao tem dois parametros, dois graus de liberdade

Fd1 o)

dy sdo os graus de liberdade do numerador e d> 0s graus
de liberdade do denominador.

» Na tabela devemos olhar o € 0s graus de liberdade.

» Vamos olhar de um lado sé pois rejeitamos para valores
altos de D apenas.

21



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Tabela F

Tabela 5. Limites unilaterais da distribuicio F de Fisher-Snedecor a0 nivel de 5% de

vt
L B S W S S SN S BN T N R N} W w
1 1614 1ea 2157 2266 202 240 266 2088 2005 2410 2430 2430 2647 2464 2460 2480 B0 2622 2633
2 18.513 12.000 12184 10.247 19206 19.320 10.353 12.371 12.385 10.306 19.405 10.424 18420 10446 10471 12.470 10487
3 10128 @852 0277 9417 0013 Bes1 BeE 8845 3812 8785 8715 8703 8880 8504 3572 B840
4 7709 8344 0561 6368 0206 0163 00N 0041 5998 5904 5891 5873 s5ES 5503 A7TIT sess 5o%
5 6008 6788 5408 5182 5000 4960 4576 4818 4772 4735 4855 4036 4510 4.558 4404 4431 4338
© 587 5143 4757 4534 4307 4254 4207 4147 4098 4000 3878 3950 32 LI 3774 1740 370
T SEG1 473 4347 4120 372 3860 3787 1726 3677 3637 3560 3629 3511 3445 3360 1304 3207
B 5312 4450 4065 383 3638 3531 3K00 2438 33 3347 2260 3237 3218 118D 2063 1005 2067
© BRI 4250 2362 3431 3482 2374 2203 3230 3@ 33T 3042 3025 3005 2038 2828 2787 2748
10 4265 £103 2708 3478 33w 2217 213 A2 300 2978 2867 2885 2845 2774 2681 20621 2560
11 4844 2082 2567 2357 3204 2005 2012 2043 2896 2854 2761 2730 2710 2648 2531 2400 2448
12 4747 3885 3400 3250 3108 2086 2813 2640 2796 2753 2800 2837 2817 2544 2428 2384 2341
13 4867 3800 3411 3170 3025 2915 2832 2767 2714 2671 2577 2064 263 2450 233 2207 2282
14 4800 3738 3344 3112 2055 2545 2768 2699 2646 2602 2507 2484 2463 2363 2208 2273 278
15 4543 3082 3267 3060 2001 27 2707 2641 2588 2544 2448 2424 2403 2328 2204 2160 2414
16 4404 3834 3200 3007 2852 2741 2857 2501 253 2404 2307 2373 2382 2278 2151 2108 208
17 4451 3502 3107 2065 2810 2800 2612 2548 2494 2450 23583 2320 2308 2230 2104 2088 2011
18 4414 3555 3180 2828 2773 2881 2577 28510 2486 2412 2318 2200 2260 2191 2083 2017 1968
10 4381 3522 3127 2885 2740 2628 2544 2477 2423 2378 2200 2256 223 2155 2028 1880 1830
20 4351 3403 3008 2866 2711 2538 2514 2447 2343 2343 2310 2278 2250 2225 2303 2124 1604 1940 1808
21 4325 3487 3072 2840 2885 2573 2488 2420 2366 2321 2283 2250 2202 2187 2475 2088 1885 1818 1868
22 4301 3443 3040 2817 2661 2548 2486 2307 2342 2207 2258 2228 2108 273 2451 2071 1838 188 1838
23 4270 3422 3028 2706 2640 2528 2442 2376 232 2275 223 2204 2176 2150 2128 2048 1814 1365 1813

B

29



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Teste F para significancia da Regressao

» Queremos verificar se a variavel explicativa é significativa
para explicar a resposta.

» As hip6teses a serem testadas sao:
H0351 =0 vs H1 . B4 7&0
» Sob Hp (81 = 0) temos que

SQR > SQE >
~ XA 02 ~ Xn-2

2
e essas duas quantidades sdo independentes.
» Dessa maneira, temos que

SQR/1 QMR

F=SeE/n—2 ~ amE ~ oo

29



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Rejeitamos Hy so 0 modelo de regressao explica muito a
variabilidade dos dados.

» Devemos rejeitar para valores altos ou baixos de F?

24



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

v

v

v

v

v

v

Rejeitamos Hy so o modelo de regressao explica muito a
variabilidade dos dados.

Devemos rejeitar para valores altos ou baixos de F? Altos.
O teste é unilateral.

Rejeitamos H, apenas para valores grandes de F.
Olhamos na tabela « e ndo «/2.

A regido critica vai ser do tipo

F>F..

24



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo

» Considere novamente o exemplo do consumo de gas e

temperatura.

» Vimos que a Tabela ANOVA nesse caso € dada por

Fonte de Graus de Soma de Quadrado
Variacédo Liberdade | Quadrados Médio
Regressao 1 45,5924 QMR = 45,5924 /1
Residual 23 18,2234 QME = 18,2234/23 = 0,7923
Total 24 63,8158

Tabela: Tabela ANOVA

25



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo (continuacao)
» As hip6teses a serem testadas sao

26



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo (continuacao)
» As hip6teses a serem testadas sao
H0351 =0 vs H1 . B4 7&0
» A estatistica F sera dada por

QMR

F=amE =

26



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo (continuacao)
» As hip6teses a serem testadas sao

Ho:81=0 vs Hi:pq #0.
» A estatistica F sera dada por

_ QMR _ 45,5924
~ QME ~ 70,7923

F

» Vamos usar a = 0, 05.

= 57,54 .

26



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Tabela 5. Limites unilaterais da

F de Fisher Snedecor ao nivel de 5% de probabilidad

Vi

1

2

3

1

5

[ 7 3 [ 10 1 12 13 14

15 o0

40

1814
18512
10.128
7700
6.608
5287
5501
5318
5117
4265
4.348
4747
4867
4800
4543
4494
4.451
4414
4381
4.251
4328
4301
4270

1005
10.000
0552
6844
5786
5143
4737
4458
4266
4103
3gaz
agas
2806
ERET)
382
2634
ELH
3585
3522
3423
3467
3443
3422

2157
19.184
2277
6.501
5408
4757
4347
4088
3383
3708
3.567
3400
3411
3344
3287
323
3497
3160
3127
3088
3072
3042
3028

2246
10247
117
6388

2302
10206
eD13
6256
5050
4387
a2

2340 2368 2330 2405 2410 2430 2430 2447 2454
10.320 10.353 10.371 10.385 10,306 10.405 10.412 10410 10.424
8.941 5.EB7 8.645 2812 5785 4783 8745 BT20 BTI5
6.163 6084 8041 5998 5804 5036 5812 5801 5E7I
4850 4576 4818 4772 4735 4704 4878 4655 4636
4234 4207 4147 4088 4080 4027 4000 3576 3856
3886 3787 3726 3677 3637 3603 3575 3550 3529
3551 3500 3438 3388 3347 3313 3284 3250 3237
3374 3203 3230 3170 3937 2102 3073 048 3025
3217 3135 3072 3020 2.878 2043 2013 2887 2885
3095 3012 2048 2896 2.854 2818 2788 2761 2739
2006 2013 2840 2705 2753 2717 2887 2860 2637
2015 2830 2787 2714 2671 2635 2804 2577 2554
2848 2764 2600 2846 2802 2585 253 2507 2484
2780 2707 2841 2588 2544 2507 2475 2448 2424
2741 2857 2501 2538 2404 2456 2425 2207 2373
2899 2614 2548 2404 2450 2413 2381 2253 2329
2861 2577 2510 2456 2412 2374 2347 2314 2200
2825 2544 2477 2423 2378 2340 2308 2280 2256
2590 2514 2447 2383 2348 2310 2278 2250 2225
2573 2488 2420 2366 2321 2283 2250 2222 2197
2549 2464 2307 2347 2207 2259 2226 2108 2173
2528 2442 2375 2320 2275 2236 2204 2175 2150

2450 2480
19.430 10448
8703 8560
6.858 £.803
4818 4558
3838 3874
3511 3445
3218 3150
3008 2036
2.845 2774
2718 2648
2817 2544
2533 2450
2463 2388
2403 2328
2382 2278

2260 2401
224 2155

2176 2.008
2151 207
2128 2048

2511
10471
8554
5717
4464
3778
3340
D43
2826
2661
2531
2428
2330
2268
2204
2151
2104
2063
2028
1894
1.885
1.838
1814

a0

120

240

2522 2633 2538
10470
8572
5.088
4431
3740
3304

10487
8549
5.658
4308
3705
3267
2,867
2748
2.580
2448
2341
2252
2178
2114
205
201
1063
1.830
1586
1866
1838
1813

10.402
8.538
5642
4382
3687
3248
2847

27



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Notamos entéo que Fqgs.1,23 = 4,28.
» A regido critica do teste € dada por

28



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Notamos entdo que Fg 5.1 23 = 4, 28.

» A regido critica do teste € dada por
F > 4,28

» Concluséo:

28



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

v

v

v

v

Notamos entdo que Fg gs5.123 = 4, 28.
A regiao critica do teste é dada por

F> 4,028

Conclusao: Regeitamos Hy.

Com 5% de significancia ha evidéncia de que a
temperatura é significativa para explicar o consumo de
gas.

28



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

v

Veremos agora como encontrar intervalos para os
parametros.

Para isso precisamos encontrar variancia dos estimadores.
Vamos verificar primeiro se eles sdo ndo viesados.
O que isso significa?

v

v

v

20



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

v

Veremos agora como encontrar intervalos para os
parametros.

Para isso precisamos encontrar variancia dos estimadores.
Vamos verificar primeiro se eles sdo ndo viesados.
O que isso significa?

E(Bo) =Bo Elp1] = b

v

v

v

20



Intervalos de Confianca

«0O)» «F»

a

DA




Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Vamos mostrar primeiro que E(5o) = fSo.

Elfo) =

a1



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Vamos mostrar primeiro que E(5o) = fSo.

Elfo) = E[Y — 51 X] = E[Y] - E[5:1X] =

a1



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Vamos mostrar primeiro que E(5o) = fSo.

Elfol = [V~ 1 X] = E[V] ~ E[5:X] = 1 E3 ¥l XE[3] =

a1



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Vamos mostrar primeiro que E(5o) = fSo.

Elfol = [V~ 1 X] = E[V] ~ E[5:X] = 1 E3 ¥l XE[3] =

1 _
;ZE(Y/')—@X:

a1



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Vamos mostrar primeiro que E(5o) = fSo.

Elfol = [V~ 1 X] = E[V] ~ E[5:X] = 1 E3 ¥l XE[3] =

%ZE(Yi) ~BiX = %2(504-51)(/)—517:

]

a1



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Vamos mostrar primeiro que E(5o) = fSo.

Elfol = [V~ 1 X] = E[V] ~ E[5:X] = 1 E3 ¥l XE[3] =

—ZE 1X—:72(5o+51xi)—517=

]

Bo+B1X — B X =00 .

a1



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

>

>

>

Vejamos agora que E(j31) = f1.
Sabemos que

D_(Xi=X)(Yi=¥) = > _(X=X)Yi=Y 3 (Yi=Y) = 3} (X-X)Y;

i i

pois >~;(Y; — Y) = 0.
Temos entdo que

>iXi = X)(Yi—Y)

=& [ 06— X2

] _E[Z(X - X))
(X — X)?

_ X = X)E(YD)] _ [Zi(Xi = X)(Bo + B1 X))

>i(Xi = X)?

>i(Xi = X)?

a2



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

>oi(Xi = X)Bo + Bt (X — X)X

E[61]: Z,-(Xi—7)2
mas
> (X -X)=0
Y (X = X)X = XY (Xi—X) = (X — X)?
Logo
ar_ 0B i(Xi—X)? _
EW_Z,-()(,-—Y)2+ﬁ12,()(,—7)2 = f

a3



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Para encontrarmos intervalos e fazer testes precisamos da
variancia dos estimadores.

» Vamos encontrar primeiro Var(j3;)

A

Var(By) — var | 2K = X)Yi | _ Varly (X — X)Vi

M= XP | [ - XPP
_ X = XPVarly] (X — X)?0?
X = XPP 6= XPP

o2

a4



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Temos que
Var(3y) = Var[Y—p1X] = Var[Y]+ Var[— 3 X]+2Cov[Y, — 31 X]

o2 A V2 V A3
= — + X Var(f) - 2XCov(Y. 31

» Mostraremos mais a frente que
Cov[Y, -3 X]=0.
» Temos entdo que
Var(f4) = é + X2 Var(By)

» Vimos que

o2

Var(By) = W

a5



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Logo

0'2 <2 0'2

Var(By) = Y + X m
L[ =X2 4 X
N >i(Xi — X)?2

» Observe que

S (X~ X2 +nX- =3 X?—2XY X+ X"+ nX°
] i i

1
=Y XF 20X + X + X" =Y XF
i i

Portanto

v

A - X?
Var) =5

a6



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Vamos mostrar agora que Cov[Y, 31] =0.
» Temos que

Cov[Y, 3] = Cov (77 X = X)(Yi - 7))

>oi(Xi = X)?
Cov (¥, 52X~ X)(Yi V) _ 5, Cov (¥, (X~ X)(i - V)
Z/()(I - 7)2 ZI()(I — X)?

(X = X)Cov (Y. (Yi - Y))
- >i(X — X)?

a7



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31
» Observe que

Cov (Y,(Yi—Y) = Cov (Y,Y;) — Cov (Y,Y)

Y -
:Cov< LY | = Var(Y) ="y Cov(V), ) —n~"o?
i

- {Cov(vi, Yi)+ Y Cov(V}. Y) — az}
S

n' {02 + Y Cov(Y},Y)) - 02] =0
Ji#i
» Pois Y’s sdo nao correlacionados

Cov(Y},Y;)=0parai#j.
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Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Resumindo ...
» Mostramos que
A N S XP
E(fo) = bo Var(bo) = 0* ==
ny (X — X)?
02

E(B) =B Var(By) = S (X - X2

49



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Inferéncia sobre p;
» Desvio padrédo de /1 é dado por

1/2
DP(31) = /Var(B) = [0—7—)2]

que é estimado por

o & 1/2
DP(51) = [W ]

» O intervalo de confianga é dado por

B £ DP(Bi)ty .02 B1 £

50



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Se quisermos testar as hipéteses

Ho : 81 = by Hi: p1 # by
» A estatistica de teste é dada por
t_31—b1_ B1 — by

T [t

~ th_o

51



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Inferéncia sobre
» Desvio padréo de /3, é dado por

S X2 1/2
5\ _ |2 i

DP(Bo) = /Var(Bo) = [o T _7)2]
que é estimado por

> X? 1/2
| 1 )2]

SprA.\ 2

» O intervalo de confianga é dado por

82 Zi )(12

12
B0+ DP(Bo)ty_puss ot |S2—=ili |
Bo (Bo)tr—2:a72 o "'Z;(Xi—x)2] n-2,0/2




Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Se quisermos testar as hipoteses
Ho: Bo=bo Ho: Bo # bo
» A estatistica de teste é dada por

t_Bo—boz Bo — by

~ DP(fo) g2 X ]1/2
nysi(Xi—X)?

~ th_o

53



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo:
» Vamos retormar o exemplo do consumo de gas e
temperatura.
» Para esses dados tinhamos que 3; = —0, 0798.

» Vimos ainda que
n=25 Y X?=7632342 X =5260
i

> (X—X)? =

]

54



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo:
» Vamos retormar o exemplo do consumo de gas e
temperatura.
» Para esses dados tinhamos que 3; = —0, 0798.

» Vimos ainda que
n=25 Y X?=7632342 X =5260
i

N (Xi-X2 =Y XZ-nX" =

i

54



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo:
» Vamos retormar o exemplo do consumo de gas e
temperatura.
» Para esses dados tinhamos que 3; = —0, 0798.

» Vimos ainda que

n=25 Y X?=7632342 X =5260
i

S (X-X)2 = 3" XP-nX® = 76323.42-25(52.60)% = 7154.42
i

i

» Além disso
S% =0.7923 .

» Portanto

54



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo:
» Vamos retormar o exemplo do consumo de gas e
temperatura.
» Para esses dados tinhamos que 3; = —0, 0798.

» Vimos ainda que

n=25 Y X?=7632342 X =5260
i

S (X-X)2 = 3" XP-nX® = 76323.42-25(52.60)% = 7154.42
i

i

» Além disso
S%2 =0.7923.
» Portanto
1/2 1/2
.~ . S2 0.7923
DP(f1) = [m] = [7154.42} = 0.0105
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Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo: (continuacao)
» Queremos calcular intervalo de 95% para .
» Precisamos olhar na tabela

55



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo: (continuacao)

Queremos calcular intervalo de 95% para .
Precisamos olhar na tabela f»3.9 025 = 2.069.
Portanto o intervalo de confianca para /3; € dado por

v

v

v

—0,0798 =+ (2.069)(0.0105)

ICys0,(31) = [~0.1015; —0.0581] .

Interpretacédo do intervalo:

v

55



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo: (continuacao)

Queremos calcular intervalo de 95% para .
Precisamos olhar na tabela f»3.9 025 = 2.069.
Portanto o intervalo de confianca para /3; € dado por

v

v

v

—0,0798 =+ (2.069)(0.0105)

ICys0,(31) = [~0.1015; —0.0581] .

Interpretacao do intervalo: Com 95% de confianca
podemos dizer que o verdadeiro valor de 31 esta entre
-0,1015 e -0,0581.

v

55



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo: (continuacao)
» Queremos testar as hipoteses:

Ho:p1=0 Hy:p1#0.

» Considere 5% de significancia.

» Com base no intervalo de confianga, qual a conclusao do
teste?

56



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo: (continuacao)
» Queremos testar as hipoteses:

Ho:p1=0 Hy:p1#0.

Considere 5% de significancia.

Com base no intervalo de confiang¢a, qual a conclusao do
teste?

Como zero nao pertence ao intervalo, rejeitamos Hj.
Conclusao:

v

v

v

v

56



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo: (continuacao)
» Queremos testar as hipoteses:

Ho:p1=0 Hy:p1#0.

» Considere 5% de significancia.

» Com base no intervalo de confianga, qual a conclusao do
teste?

» Como zero nao pertence ao intervalo, rejeitamos Hjg.

» Conclusao: com 5% de significAncia podemos dizer que a
variavel temperatura esta linearmente correlacionada com
a variavel consumo de gés.

56



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo: (continuacao)

Vamos agora encontrar o intervalo de confianga para .
Vimos que 3, = 13.623.

Vimos ainda que

v

v

v

n=25 Y X?=7632342 ) (X;— X)?=7154.42
i i

S2 = 0.7923

v

Temos que

x2 12 12
> X; )2] :{0.7923 76323.42

SprA\ 2
DP(5o) = [S NS (Xi—X 25(7154.42)

=0.5814
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Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo: (continuacao)
» Queremos calcular intervalo de 95% para fy.
» Precisamos olhar na tabela

B8



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo: (continuacao)

Queremos calcular intervalo de 95% para fg.
Precisamos olhar na tabela t»3.0 925 = 2.069.
Portanto o intervalo de confianga para 3y € dado por

v

v

v

13.623 + (2.069)(0.5814)

1Cq59, (o) = [12.4201; 14.8259] .

Interpretagao do intervalo:

v

B8



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo: (continuacao)

Queremos calcular intervalo de 95% para fg.
Precisamos olhar na tabela t»3.0 925 = 2.069.
Portanto o intervalo de confianga para 3y € dado por

v

v

v

13.623 + (2.069)(0.5814)

1Cq59, (o) = [12.4201; 14.8259] .

Interpretacédo do intervalo: Com 95% de confianga
podemos dizer que o verdadeiro valor de g esta entre
12.4201 e 14.8259.

v

B8



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Vimos até agora como fazer inferéncia sobre o0s
parametros.

» Podemos estar interessados em fazer inferéncia para a
resposta média.

» Ou seja, queremos inferir qual o valor esperado de Y para
determinado valor de Xj

o = E(Y[X =Xo) .
» A estimativa pontual é dada por

fio = Bo + 1 Xo -

59



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

» Desvio padrao é dado por

— 2
Ly (xo—X)ZH

DP (o) = {‘72 S (X — X)2

que é estimado por

A 1 X-x2 1
(o 553

» O intervalo de confianca é calculado como

to £ DAP(/LO)tn—Z;a/Z

60



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Inferéncia sobre observacoes individuais

» Vimos anteriormente como encontrar o intervalo de
confianca para a média (em torno da reta).

» Vamos ver agora como encontrar o intervalo de confianga
para a resposta individual.

O valor individual Y varia em torno da média E(Y|X).
A variancia sera maior do que no caso anterior.

A estimativa pontual é a mesma.

O intervalo de confianga fica com amplitude maior.

v

v

v

v
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Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31
» A estimativa pontual é dada por
Yo =050+ 51X

» Desvio padrao é dado por

1/2
141 o+ (%o — X)ZZH

DP(Y"):{ S (X — %)

que é estimado por

’ 1 (Xo — X)? kS
T G- X

O intervalo de confianca é calculado como

DP(Yp) = {82

v

Yo = DP(Y0)th 2.0/2
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Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo:
» Considere o exemplo do consumo de gas e temperatura.

» Suponha que queremos saber qual o consumo de gas
para uma temperatura igual a 30.

» Temos que
(Xo — X)? = (30 — 52.6) = 510.76
> (X —X)?=7154.42 S*=0.7923
i

» O valor esperado do consumo quando X = 30 é dado por

63



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo:
Considere o exemplo do consumo de géas e temperatura.

Suponha que queremos saber qual o consumo de gas
para uma temperatura igual a 30.

Temos que

v

v

v

(Xo — X)? = (30 — 52.6) = 510.76

> (X —X)?=7154.42 S*=0.7923

i

v

O valor esperado do consumo quando X = 30 é dado por

Y = 13.623005 — 0.079829(30) = Y = 11.228.

v

O intervalo de confianga para a resposta média é dado por
Yo £ DP(Yo)th_2,0/2 -
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Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo: (continuacao)
» Vamos agora calcular DP(y).
» Temos que

e - {21+ Lo %P 117
"o n’ X - X

]

1/2
= {0.7923 [l + ©10.76 } } = 0.2644

25 715442

» Além disso t13;07025 = 2.069.
» O intervalo fica

11.228 + (2.069)(0.2644)
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Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo: (continuacao)

» Portanto
ICy50,(fi9) = [10.6809; 11.7750] .

» Interpretacao:
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Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo: (continuacao)

» Portanto
ICy50,(fi9) = [10.6809; 11.7750] .

» Interpretacdo: Com 95% de confianca pode-se dizer que a
0 consumo de gas esperado para uma temperatura igual a
30 esta entre 10.6809 e 11.7750.
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Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo: (continuacao)
» Suponha agora que estamos interessados na resposta
individual e ndo na resposta média.
» A estimativa pontual € a mesma obtida anteriormente
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Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo: (continuacao)

» Suponha agora que estamos interessados na resposta
individual e ndo na resposta média.
A estimativa pontual é a mesma obtida anteriormente

Y = 13.623005 — 0.079829(30) = Y = 11.228.

v

v

O desvio padrao nesse caso é estimado por

1 -3 N
T X0

1/2
{0.7923 [1 + 1 + M] } = 0.8352

25 715442

Além disso t13;07025 = 2.069.
O intervalo fica

DP(Yy) = {82

v

v

11.228 + (2.069)(0.8352)
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Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo: (continuacao)

» Portanto A
ICq50,(Yo) = [9.4999; 12.9560] .

» Interpretacao:
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Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo: (continuacao)

» Portanto A
ICq50,(Yo) = [9.4999; 12.9560] .

» Interpretacdo: Com 95% de confianca pode-se dizer que a
0 consumo de gas verdadeiro para uma temperatura igual
a 30 esta entre 10.6809 e 11.7750.

67



Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31
Exemplo: (continuacao)

» O grafico a seguir mostra reta ajusta € o intervalo de
confianca de 95% para a resposta média.

30 40 50 80 0 80
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Intervalos de Confianca e Testes para 3, e 31

Exemplo: (continuacao)

» O grafico a seguir mostra reta ajusta € o intervalo de
confianca de 95% para a resposta individual.

Bandas de confianca e de predicéo de 95%

> Reta estimada
o = 157723 + 1347285
"‘ C.0.=025
=" el ——  Regrssio
P . Confiangs
- -
- o Predigio
T T T 5 T
2 4 a 1 2
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