12 Lista: MTM125: Prof. Paulo Magalh&es:

Ex.1: Determine a solucdo geral

dy dy 2t 1
1. —+(cost)y=0 2. —+ =
dt (cost)y dt 14t 14t
3. d—y+y:tet 4, xﬂ+2y:senx x>0
dt dx
Ex.2: Resolva os seguintes PVI’s
. y'+(\W1+t%)y =0 ) {xy'+2y:x2—x+1,0<x<+oo
y(0)=+5 y®)=1/2
3 A+t%)y +4ty =t A XYy +@L+x)y=x
' yQ)=1/4 ' y(In2) =1

Ex.3: Obtenha uma solucdo continua para os seguintes PVI’s

"+y=p(t 2, 0<t<1
1. y'+y=p) onde p(t)=

y(0)=0 0, 1<t<w

' =0 2, 0<x<1
2. Y+ POy onde p(t)= X

y(0)=a 1, 1<X<+©

Ex.4: Determine o comportamento assintotico (comportamento no “futuro longinquo” )
das solugdes da EDO:

d

Y, ay = beCt

dt
onde a,c>0ebeRR.

Ex.5: Determine o comportamento inicial (t — 0") de todas as solucdes da EDO:

11 1t
Ly+Zy==> 2.y +-—y=g?
y+iy=g Y+ gy



Ex.6: Equacao de Bernoulli. Uma classe de EDO’s ndo-lineares muito importantes nas
aplicagdes e que podem ser reduzidas a EDO’s lineares de 1* ordem sao as equagOes de

Jakob Bernoulli (1654-1705):

y'+p(x)y=qx)y"  (B)

Em 1696, Leibniz descobriu que a mudanca da variavel depende dada por

V= yl_n
reduz a EDO (B) a uma EDO linear de 12 ordem.

(i) Resolva (B) quando n=0 e n=1.
(i) Reproduza o resultado obtido por Leibniz.

Ex.7: Em 1838 Verhulst propds o primeiro Modelo Matematico para o Crescimento
Logistico que foi utilizado para descrever a dindmica populacional. Este modelo é dado
pelo seguinte

d—P:rP—kP2 , 0<t<+o0
PVI :< dt
P(0)=F,
onde r >0 éataxade natalidadeek >0¢ a taxa de mortalidade da populacdo em
questdo.Evidentemente sempre se tem B, > 0. Determine a solugéo do PVI.

Ex.8: O seguinte Modelo Matematico foi proposto por Von Bertalanffy para o
crescimento de populacéo de peixes

dP 2/3
— =P _yp
pvi:la P

P(0)=0

onde P(t) é o peso do peixe pertencente a espécie caracterizada pelos seguintes
parametros positivos:
/S =constante de anabolismo (taxa de sintese de massa por unidade de area)
y =constante de catabolismo (taxa de diminuicdo de massa por unidade de area)

Determine a solucéo do PVI.

Ex.9: Dada uma EDO Auténoma que possua solucdes de equilibrio (pontos criticos).
Tem-se as seguintes classificacoes;

(1) uma solucéo de equilibrio ye é dita ser instavel se todas as solug¢fes acima e abaixo
dela, que ndo sejam solucdes de equilibrio, se afastam dela quando t — -+ .

(2) uma solucdo de equilibrio ye é dita ser semi-estavel quando as solugcbes que se
encontram acima (abaixo) dela tendem a ela quando t — +oo e todas as solugdes que se
encontram abaixo(acima) dela se afastam dela quando t — +oo.



(3) uma solucdo de equilibrio ye é dita ser assintéticamente estavel quando todas as
solucBes proximas dela, acima e abaixo, tendem a ela quando t — +o .

(4) denomina-se bacia de atracdo de uma solugdo de equilibrio ao conjunto dos valores
iniciais yo cujas respectivas solucbes tendem a solucdo de equilibrio quando t — +oo.

Em cada EDO esboce o gréfico de f(y), determine seus zeros (solu¢des de equilibrio da
EDO), classifique cada um deles, determine as bacias de atracdo,desenhe a reta de fase
e esboce alguns graficos das solug@es (curvas integrais);

1.d—y=ay+by2 ,a>0,b>0. 2.d—y=y(y—1)(y—2) 3.ﬂ:ey—1
dt dx dx
dy arctg y dy 2 dy 2,2
L —=-2 5. —=k(- k>0. 6.—= -1
dt - 1+y?) gt <4Y) g ax YD

OBS: Para se obter a concavidade dos graficos das solucdes e determinar seus pontos
de inflexdo basta analisar o sinal de y”, pois quando y”">0 o grafico é convexo e

quando y" <0 o gréafico é cdncavo, e nos pontos aonde y” =0 podem ocorrer pontos de
inflexdo. Para as EDOs Autdnomas tem -Se que

d’y d dy dy
W_dx(dx) Xf(Y)—f(y) =f'(y) f(y).

Ex.10: Se ye € uma solugdo de equilibrio de y'= f(y).Mostre que ¢(t)=y,é
assintoticamente estavel se f'(y,) <0 einstavel se f'(y,)>0.

EX.11: Uma outra EDO que tem sido usada para modelar o crescimento de populacGes
é a equacao de Gompertz
dy K
pranitl In( y)
onde r,K >0.
(a) esboce o grafico de f(y), determine as soluc@es de equilibrio e as classifique.
(b) para 0<y<Kdetermine aonde o grafico das solucbes é convexo e aonde é
cbncavo. Faga 0 mesmo para 'y >K.
(c) resolva o seguinte

K
"=ryln(—) ,0<y <400
BV y'=ry (y) y

Y(O) =Y >0

Sugestdo: tome u = In(%).





