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Exercicio 1: Mostre que a solugdo do sistema de EDO’s
X"'=2y"'=1(t)
{XV!_ y"+ y:O
com condigdes iniciais: x(0) = x'(0) = y(0) = y'(0) =0, f satisfazendo f (0) =0, é dada por

x(t) = jo‘ f()dr -2 jot f () cos(t — 7)d7

y(®) =, f(z)cos(t - 7)dz

Exercicio 2: Resolva o seguinte

t ,0<t<l

t
oV y+2y+joy(r)dr= 2-t,1<t<2
0, t>2

l,y=1

Exercicio 3: Resolva o seguinte

-2t

y'+4y'+13y =2t +3e " cos3t

PVI : | 0
ﬂy - _1

Exercicio 4: Obtenha a transformada de Laplace do seguinte sinal

Exercicio 5: Obtenha a transformada de Laplace das seguintes fungdes

(Dte' f (t) (ii)t® cos3t (iii)tetjx%(e*senx)dx (iv)[sent| .
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Exercicio 6: Obtenha as fungdes que possuem as seguintes transformadas de Laplace
N e .. e’ s s+1
i)———,a>0 il iv In

()(s— a)" ( )(s—b)(s—c) ( )s4+1 ( )s3+a3 V) (s 2)

Exercicio 7: Prove que

§ 1 e o 1
o l[m](t)zf”]r:/ l[m](‘[)df Vn>1va=0.
0

Exercicio 8:
(i) Prove que
m!in!

.([Um(l—U)ndU :m.

(if) Com isso prove que

1
(™ *t")(t) =tm+“+1jum(1—u)”du vmneN
0

(iii) Generalize para 0 caso em gue m e n sdo reais positivos e obtenha a funcao beta.

Exercicio 9: (Expanséo de Heaviside) : Se F(s)= %
q(s

onde q(s) é um polindmio de grau n com raizes distintas r,,...,r, e p(s) € um polindbmio de
grau menor que n, entdo é possivel mostrar pelo método das fracBes parciais que

P A LA

q(s) S—n S—1,
onde os coeficientes precisam ser determinados.
(i) Mostre que

_pR) g
A ) e N

Sugestdo: multiplique (*) por (s—r,) etome o limite s—r, .
(if) Mostre que
() g

CAFE)) = z b Ok
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Exercicio 10: Utilize a transformada de Laplace para resolver os seguintes PVI’s:

ayraqy | 00StS2
+4y'+4y =
R R !

o

(i)

(i)

dt* t-1t>1
1

4 0, t<1
d y+y:{

Ly 1
Y= 0
0

Exercicio 11: Utilize a transformada de Laplace para resolver os seguintes PVI’s:

y”+4y = Hl(t)_ Hz(t)
() [0
(o)

(iii)

(iv) .
on = (Oj

y'+2y'+4y=H,(t)-H,(t)

(ii) | y_(o}
>~ lo

y'+y=¢H, O -2a)—¢H,, O -(a+k)

0
on:(Oj,a>O,k > 0.

y'+y=2 (D H, ()
k=0 ~
,a> 0. Faga n — oo na solugéo.

Exercicio 12: Os problemas a seguir tratam dos efeitos de uma sequéncia de impulsos

aplicados em um oscilador ndo-amortecido dado pelo seguinte
y'+y="£(t)

PVI : | _0
oY = 0

Para cada uma das escolhas de f(t) resolva o PVI:

() ()= 5015@ — k)

(i) f(t) = 50:50 _k77r)

(i) f(t)= iol (-1 " S(t —kx)

() 0= (D5




Exercicio 13: Resolver formalmente a seguinte Equacédo Integral do tipo Volterra

y(®) = £+ [ k(t-m)ydn.

Exercicio 14: Resolva a equacdo integral
y(t)=asent—2 jO‘ cos(t — 1) y(n)dn.

Exercicio 15: Resolva a equacdo integral

y(t) =asenbt + CJ: senb(t — 1) y(u)du
(a) quando b? >bc; (b) quando b=c.

Exercicio 16: Resolva a seguinte equacdo integral nao-linear
t
2y(t)+ [ y(n)y(t—mdn=t+2.

Exercicio 17: Considere a equacéo integral de Volterra
t
YO+ [(t-9y(E)dé=sen2t.  (¥)
0

(i) Resolva (*) usando Laplace.
(ii) Derivando duas vezes (*) mostre que y(t) € solucdo do seguinte
y"+y=—4sen 2t

PVIze (0
oY=,

(iii) Resolva o PVI acima e comprove que a solucdo é a mesma que a do item (i).
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Exercicio 18: Em cada uma das equac6es integrais abaixo repita os procedimentos (i),(ii) e
(iii) do exercicio 14:

Ly®+[t-9y@dé=1. 2. y(t)+2[cos(t-&)y(S)dé =e ™ .

3. y(M)+[E-Oy(E)dE=t ,y(0)=0. 3. y'(t)+y(t)=sent-£)y(&)dé ,y(0) =1.

Exercicio 19: A equacéo

j; (t-2)°y'(r)dr=f(z) (0<b<l)
é conhecida como equacao integral de Abel , onde a variavel dependente agoraé y'. Mostre
que sua solucao é dada por

1 b1
y(t)=y(0) + mt f(t)

quando f satisfaz certas condi¢des de continuidade.

Exercicio 20: Conforme sabemos, a transformada de Laplace de t" é dada por
t"](s) = J':t“e’“dt = s”—'l
De modo que,
Iowt”e"dt =n!

Este resultado levou a uma generalizagdo da funcéo fatorial denominada funcdo gamma
denotada por I" e definida por

T'(x) = j:’tx-le-‘dt , x>0.
(i) Prove a seguinte propriedade fatorial

C(x+1)=xT(x).

(ii) Prove que TI'(1) =1 e consequentemente que I'(n+1)=nl,n=12,....
(iii) Prove que I'($) = 7 e com isso obtenha 3.

Jz

(iv) Prove que = [vt](s) = » Vs>0.
SZ




12 Lista: MTM146: Prof. Paulo Magalhaes:

Exercicio 21: Os polindmios de Laguerre Ln(t) sdo definidos por

t n
L= ey n=012,..

n!dt"
(i) Mostre que

L 1) = (S ) Vs> 0.

(ii) Obtenha as seguintes relacGes de recorréncia

L'®=L.0-L.0 ; o =n[LO-L.0]

Exercicio 22:
(i) Prove que

\/_ —1/45

> —5 € ,Vs>0.

< [sen+t](s) =

Sugestao: prove que y(t) =sen Jt satisfaz a EDO
4ty"+2y'+y=0 ,t>0 .
e utilize o teorema do valor inicial para comparar o comportamento de pequenos valores de t

com grandes valores de s.
(it) Com isso obtenha que

cos\/_ NEE

o 1(s) = 1/Ze , Vs > 0.

Exercicio 23: Uma particula de massa m, inicia seu movimento ao longo do eixo-x partindo
da origem com velocidade vo. A Unica forga externa que atua sobre a particula € um impulso
instantaneo po no instante t=to, na direcdo do eixo-x. De modo que, o deslocamento x(t) é
descrito pela solu¢édo do seguinte
mx" = p,o(t—t,)
PVI : 0 0<t<+o
I X =
VO

Obtenha a solugdo e seu grafico. Verifique que a solugdo obtida é de fato solugdo, mostrando que

, 0,t =t
X"(t) =

+oo,t =1,
Além disso, x(0) =0, x'(0) =v, e 0o momento mx’(t) apresenta um salto po no instante to.
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Exercicio 24: (Equacéo de Diferenca)

A funcéo escada unitéria é definida pelo simbolo [.], sendo que [t]:= maior inteiro menor ou
igual a t. Para se obter uma funcéo escada com degrau possuindo comprimento h e altura c,
basta tomar a fungéo

y(t) = c[1+%] (c>0,h>0).
Por outro lado,
YO =L+1 O

pode ser reescrita como uma equacéao de diferenca de primeira ordem com uma condicéo
inicial dada por
y(t—h)+1, t>0
y(t) =
0, t<0
(a) Utilizando este fato, obtenha a transformada de Laplace de (1).
(b) Mostre que

L[[1+%]](s) _ %(n coth %) .

Exercicio 25: A funcéo especial Integral Seno é muito utilizada em 6tica:
ey [fsenx
Si(t) = jo Xdx .

Calcule sua transformada de Laplace.

Exercicio 26: (1) Mostre que
S

LI, (D} = o
+

(2) Prove que J;(t)=-J,(t) e com isso obtenha que

L{Jl(t)}=—“3;_1;s.
+

-1

(3) Prove que
_EJO(T)JO(t—r)dr:sent.
(4) Prove que
[} 35(0)3,(t—2)dr =3, (t) — cost .
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Exercicio 27: Se na EDO do modelo matematico para um servomecanismo tivermos
c=k=2lI

Obtenha o output ®, (t) correspondente a um input constante @, (t) =1(t > 0), e os compare
graficamente. Qual a concluséo que se pode tirar?

Exercicio 28: Se na deducdo da lei matematica obtida para o servomecanismo, uma
componente proporcional ao angulo acumulado for adicionada as duas componentes
relativas ao torque, obtém-se a seguinte EDO

10" (t) = —kd(t) — cd'(t) — b J:(D(r)dr

onde b € uma constante positiva. Assumindo as mesmas condicdes iniciais, resolva a equacdo
integro-diferencial obtida. Analise o caso especial de um input dado por

O,(t)=at,t>0.

Exercicio 29: Utilizando Laplace obtenha a solucdo limitada do seguinte

u =u,—-u,x>0t>0
PVI : N
u(x,0)=e~*,x>0

Exercicio 30: Utilizando Laplace obtenha a solucdo limitada do seguinte problema de
transferéncia de calor numa barra semi-infinita

u =a’u, x>0,t>0
PVIF:{ u(x,0)=1,x>0
u(0,t)=0,t>0




