EQUACOES DIFERENCIAIS DE 22 ORDEM:

Conforme a defini¢do vista, uma EDO de 2% ordem é uma equac¢3o da forma

F(x,y,y,y")=0

(1)

Esta forma é muito geral, e por isso praticamente intratdvel. De modo que, nos
restringiremos as EDQO’s normais de 2% ordem

y'=f(x,y,y)

(2)

Com a experiéncia obtida nas EDO’s de 1° ordem, podemos esperar que as de 2% ordem
sejam bem mais dificeis de se resolver. Entretanto, existem duas subclasses de EDQO’s
normais de 2% ordem que podem ser reduzidos a EDO’s de 1° ordem:

Casol: f(x,y,y)=1(x,y"):

Neste caso, a mudanga z =Y’ reduz (2) a seguinte EDO de 1° ordem
2'=1(x,2)

a qual, dependendo da estrutura de f(X,z), pode ser resolvida.

Caso2: f(x,y,y)="f(y,y"):

dz dzd
Neste caso, usando que — _edy obtém-se que a mudanga z =Yy’ reduz (2) a EDO

dx dy dx

(g2 10D
dy z

a qual, novamente dependendo da estrutura de f(y,z)/z, pode ser resolvida.

Excetuando esses possiveis casos, a teoria que se tem sé permite resolver EDO’s de 2°
ordem muito particulares. As EDO’s da forma

a(t)y"+b®y'+ct)y=F(t)
(3)
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Exemplo: A EDO de 2% ordem mais importante é, sem duvida, a 2° Lei de Newton para o
movimento y(t) de uma particula de massa m que se move sob a acdo de uma forca F:

d?y dy
m—-=F(t,y,—
dt? ty dt)

No caso de vibra¢gdes mecanicas, obtém-se que a posicdo y(t) da massa m satisfaz a EDO

d’y dy
m—;-+c—+ky=F(t).
dt? dt y=F@®

No caso de pequenas oscilagdes de um péndulo, de massa m com uma haste de
comprimento L, obtém-se que o angulo #(t) que determina o desvio da posigao vertical,

satisfaz a EDO
mLO" +cLO'+mO = F(t).

J4 no caso de um circuito elétrico RLC, a carga Q(t) do capacitor C satisfaz a EDO

d’Q dQ 1
L +R—+—-Q=E(t).

dt’ dt CQ ®

Se nds observarmos que as principais aplicagdes da tecnologia nas ultimas décadas
envolvem esses trés dispositivos, entdo as EDO’s dadas por (3) sdo de longe as mais

importantes!

OBS: Para montarmos um PVI associado a uma EDO do tipo (2) precisaremos de duas
condicbes iniciais. De fato, independentemente do método de resolucdo utilizado
teremos que realizar duas integracGes para obtermos y(t). Cada integracdo dard origem a
uma constante arbitraria, o que precisamos é descobrir a estrutura dessas constantes.
Para isso, usaremos as EDO’s Fundamentais de 2% ordem.

d’y
= f(x
dx? )
, R , y'=z (1)
Introduzindo a varidvel z=Yy', obtém-se o sistema
2'=1(x) (2

De (1) obtém-se que

V) =y06)+ [ 2s)ds  3)
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Por outro lado,

d d
E[(S —X)2(s)] = z(s) + (s —x)z'(s) = z(s) = E[(S —X)2(s)]+ (X —5)Z(s)
Integrando de X, até x, usando (1) e (2) e substituindo em (3), obtém-se que

x| d
y(x) = y(X,) + I [E [(s—x)z(s)]+(x—s)f (S)}OIS
ou seja
X
y(x) = y(Xo)+(X—Xo)y'(Xo)+L (x—s)f(s)ds.
De modo que, a estrutura das constantes de integracao fica evidente e para obtermos a
unicidade de solugdo precisamos especificar essas constantes através da imposicao de
duas condi¢des iniciais:
y(xo) =Y, € y’(xo) =Y.
Generalizando, obtemos a seguinte estrutura para um PVI associado a uma EDO normal
de 2% ordem
y'=f(X,y),a<x<p

PVI : y(Xo) =Y,
y’(xo) =Y,

OBS: Em (3) podemos supor que existe um intervalo ¢ <t< f aonde a(t) #0. Neste

intervalo podemos reduzir (3) a forma

y"+ p)y' +q(t)y = f(t)
(4)

Definicdol: A EDO (3) (ou (4)) é chamada EDO linear de 2° ordem, e quando F(t)=0 (ou

f(t)=0) diz-se que a EDO é homogéneo, caso contrdrio é dita ndo-homogénea.
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Para as EDQO’S lineares a teoria de existéncia e unicidade é bem mais simples. De fato,
tem-se o seguinte resultado

Teorema: (Teorema de Existéncia e Unicidade)

Dado o
y'+p®)y +q)y=fM).a<t<p
PVI : y(to) =Y
y'(to) =Y
Hipdtese:
p(t),q(t), f (t) continuas em a<t< pB,t, €la, Al.
Tese:

Existe uma Unica solugdo y(t) do PVI definida em todo ponto de ]a, A -

OBS: Este teorema sera extremamente Util na construgao da solugdo geral de (4).

Coroldrio: Se f(t)=0,y, =y, =0, entdo a Unica solugdo do PVI acima é a solugdo
trivial y=0.
Mudanga de Paradigma:

Com o desenvolvimento da algebra linear surgiu a “abordagem operacional”. Passou-se
a interpretar uma EDO linear (4) como o resultado da aplicacdo de uma “funcdo de
funcdo” (um operador) denotado poér L[y], ou seja a EDO (4) passou a ser interpretada
como sendo

LLyI®) = ()
(5)

onde, utilizando a notagdo introduzida por G. Bole, tem-se que

L=D?+ p(t)D+q(t)
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com D =E, D? =E. De modo que,
dt dt

LLyI(t) = (D* + p(t)D +q(t)) y(t) = D*y + p(t)Dy +a(t)y = y"+ p(t)y' +a(t)y .

Da algebra linear obteve-se o seguinte conceito

Definicdo 2: Dados dois espacos vetoriais (reais ou complexos) V,W, uma aplicacdo
T:V—>W é linear se

T(ax+ py) =aTx+ [Ty , Vx,yeV,Va,feR.

De modo que, se nds pudermos encontrar dois espacos vetoriais funcionais reais Ve W
tal que L possa operar, uma primeira conseqiiéncia do novo enfoque serd dada pelo
seguinte resultado

Proposic¢do 1: (Principio da Superposi¢ao)
L:V —W é um operador linear.

Prova: De fato, tem-se que dados y,,Y, €V,a,feR

Llay, + Ay, 1(t) = D*(ay, + Ay, )(1) + p()D(y, + By, )(1) + a(t)(ey, + Ay, )(1)
= D*(ay, (1) + Ay, (1) + p()D(ay, (1) + By, (1) + a(t)(ey, (1) + Ay, (1))
= (ay, (1) + By, (1))" + p(t)(ay, (1) + Ay, (1)) +aq(t) y, (1) + At y, ()

—ay, + By, +ap)y; + M)y, +aat)y, + MY,

—aly, +pM)y, +aM)y.)+ By, +pM)y, +ab)y,)
= al [y, (1) + ALy, ](0)

OBS: Falta apenas escolhermos espacos funcionais vetoriais reais para Ve W.

Defini¢do 3: Dado um intervalo | c R,
C’()={f:1 > R:f continua em I}
Dado n inteiro positivo,

c"()={f:1 >R:f™eC’()}
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Exercicio: Prove que C"(l) é um espago vetorial real Yn>0.

OBS: Como L é um operador diferencial de segunda ordem e como queremos poder
utilizar o T.E.U., os espagos mais gerais que podemos tomar sao

V=C’(Ja, BD) € W =C°(e., 8] .
Objetivo da Mudanga de Paradigma:
Resgatar a simplicidade da abordagem algébrica

ay=b=y=a"'b, se a=0.
Ay=b=V=A"D,se det A=0.
L[yl]=f =y=L"[f],se (.

EQUACOES LINEARES HOMOGENEAS

Iniciaremos com o estudo do nucleo do operador linear L, o que equivale a estudar a EDO
homogénea associada a (4)

LLYI(t) =y" + p(t)y’ +q(t)y=0

Proposicdo 2: Se y,, Yy, sdo solucBes de (6), entdo qualquer combinagédo linear de y, ey,,

ou seja qualquer funcdo da forma
CY1 +GY, (7)

com C,C, € R também é solugdo.

Prova: De fato, tem-se (pelo principio da superposi¢ao) que

L[Clyl + Czyz](t) = C1L[y1](t) + Cz'—[Yz](t) =0+0=0.
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OBS: De modo que, com apenas duas solugdes de (6) obtivemos uma infinidade nao
enumeravel de solugbes de (6).

Pergunta 1: Serd que toda solucdo de (6) possui a estrutura dada por (7)? Ou seja, sera
que a solugdo geral de (6) possui a estrutura (7)?

Para respondermos a essa pergunta utilizaremos um caso particular no qual é facil obter
duas solugdes. Consideremos a seguinte EDO

y'+y=0 (8)

é facil ver que Yy, (t) =cost, y,(t) =sent sdo solugdes de (6) em toda reta. Para provarmos

que a solugdo geral de (8) é dada por
c,cost+c,sent (9)

teremos que utilizar o T. E. U. A idéia é a seguinte; dada uma solugdo arbitraria de (8),
o(t), construir um PVI cuja Unica solugdo seja ¢(t) e, em seguida, provar que existem

constantes cf, c; tais que a particular combinacdo linear dada por
y (t)=c; cost+c,sent  (10)

também é solugdo do mesmo PVI. Seja ¢(t) solugdo arbitraria de (8). Tomandot, e R,
sejam os numeros ¢(t,) =Y,,®'(t,) =Y,.. Tem-se que a EDO (8) satisfaz as condi¢Ses do

T. E. U. de modo que o seguinte

{y"+y=0,—oo<t<oo
PVI : ,
y(to): YO'y(to): Y1

possui uma unica solugdo: ¢(t) . Por outro lado, tem-se que um representante de (9) serd

solucdo Unica do PVI se satisfizer as condicBes iniciais, ou seja, se o seguinte sistema linear
possuir solucdo Unica

¢, cost, +c,sent, =y,
—c, sent, +c¢, cost, =y,

Entretanto, a matriz dos coeficientes do sistema é dada por

( cost, sent,

=detA=1+0,Vt, e R.
—sent, cost,
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De modo que, existem Unicos CIC; € R solucdo do sistema. Portanto, a funcdo dada por
(10) também é solugdo do mesmo PVI cuja Unica solugdo é ¢(t) . Entdo, por unicidade da
solugdo obtém-se que @=Yy . Como ¢(t)é totalmente arbitraria, conclui-se que a

solugdo geral de (8) é dada por
y(t) =c, cost+c,sent

Este caso particular nos dd um roteiro para o caso geral! Antes porém, devemos
responder a seguinte questdo

Pergunta 2: Serd que quaisquer duas solucdes de (6) servem para construirmos a solu¢do
geral?

Analisando o caso particular, observa-se que o ponto crucial foi det A #0. Entretanto, a
matriz dos coeficientes foi calculada num ponto arbitrario t,. Com esta observacdao

podemos obter o seguinte resultado

Teorema: (Estrutura da Solugao geral)
Hipdteses:
(H1) y,(t), Y, (t) solucdes de (6) em a<t< f.
(H2) y,(0)Y, () - y1 ()Y, () =0 ema<t< S .
Tese: A solugdo geral de (6) é dada por
y(®) =¢,y; (D) +C,Y, (1)
Prova: Adaptacdo imediata do argumento acima

OBS: O critério dado em (H2) demonstrou ser tdo importante que mereceu um nome
préprio escolhido em homenagem a seu descobridor; Jozef Maria Hoéné Wronski (1776-
1853).

Definigdo 4: Dadas duas fungdes, Y, (t), Y, (t), diferencidveis em « <t < . Denomina-se

Wronskiano de Y, (t),Y,(t) aseguinte fungdo
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yi(t) Y, (D)
yi(t) ()

W e, = IR:t> W[y, y,](t) =

Definicdo 5: Duas solugdes de (6), Y, (t), Y, (t) ,sdo ditas formar um conjunto fundamental
para as solugdes de (6) se s6 se W[y, (t),y,(t)](t) #0,Vt €le, Al

Carater tudo ou nada do Wronskiano:

Teorema: Hipoteses:

(H1) p(t),q(t) continuasem a <t < f.

(H2) y,(t), Y, (t) solugbes de (6).
Tese: W[y,, ¥,1(t) ou é identicamente nulo ou nunca se anula em a <t < f3.

Prova: A demonstragao se baseia no seguinte resultado
Lema: (Férmula de Abel)

Dadas vy, (t), Y, (t) solugbes da EDO (6)

y'+pt)y+q(t)y=0 em a<t<p.
Tem-se que

j p(t)dt

Wy, y,](t)=Ce (2° férmula)

onde C é uma constante conveniente.

Prova: Observando que

d d [ [ 14 ”. !’ [
aw[yp y,1(t) = a[yl(t)yz M) -y Y, O]= v,y — Y1y, = Vi[-pYs —ay,1- v,[-py; —ay.]

= POLY1Y, = ¥1¥21==pOWLY,, ¥, 1)
obtém-se que W[y, y,](t) satisfaz seguinte EDO

d

gt VDY Y10 + pOWLY, 1) =0 em a <t < 5,

a qual € uma EDO linear cuja solucdo geral é dada por
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Wy, y,10) = Ce 170 o <t < 8.

Retornando a prova do teorema, tem-se que como a exponencial nunca se anula entdo se
C # 00 Wronskiano nunca se anula em «a <t < f3,caso contrdrio serd nuloem a<t< f3

Exemplo: Por substituigio direta pode-se provar que Y, (t) =sen’te vy, (t) = cossec’t sdo

solugdes de
y" +(tgt)y’ —6(cotg®t)y =0 ,0<t < z/4.
Além disso, tem-se que

3 2
Wy, vy, 1) = sen-t Lsen”t =-5cost#0,0<t< /4.

3sentcost —2cost/sen’t
Portanto, a solugdo geral é dada por
y(t)=C,sen’t+C, cossec’t ,C, e R
Aplicacdo da formula de Abel: obtencdo de um conjunto fundamental.

Dada uma solucdo ndo-trivial da EDO (6), a férmula de Abel permite obter a solucdo

geral. De fato, se Yy, # 0 é uma solugdo de
y'+p)y +at)y=0 (6)

entdo toda solugdo VY, (t) de (6) deve satisfazer a equagdo dada pela formula de Abel

Wy, y,10) =ce 7% (c 2 0)

donde
/ ' PSS G , y; (t) J'p(t)dt
t)y,(t) -y, (t)y,(t)=C - (1) — )
Y1)y, () -y, (t)y,(t) =Ce = Y,(t) yl(t)y() 1(t)
yi(t)
= _ N yl(t)dt _ _J‘d(LOQ‘yﬂt)‘ 1 C jp(t)dt
entdo u(t)=e "V =e > Oy, ) = Rt

donde obtem-se que
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- p(r)d
te
¥,(®) =Cy, (1) ——==—ds+C,y,(t) . C,C,eR.
y5i(s)

Teorema: Se Y, (t) é uma solucdo ndo-trivial de (6), entdo

é uma solugdo de (6) em qualquer intervalo aonde Yy, (t) #0. Além disso, Y,(t)é Li. de

y, (t) e, portanto, a solugdo geral é dada por
yt)=Cy,t)+C,y,(t) .C eR
Exemplo: (Compatibilidade entre os coeficientes)
Dada a EDO
t’y" +1t°y' —2(1+t*)y =0 ,0 <t < +oo,

Obtenha a solucdo geral. Tem-se que os coeficientes s3ao polinomiais. Portanto, vamos

III

tentar uma solucdo “compativel” com os, ou seja polinomial da forma (mais simples

possivel)
y,(t)=t" ,n=012,...
Tomando n=0; obtem-se que
t?(0) +t°(0) — 21 +t*)(1) =—2(1+t*) 20 , Vte R
De modo que, Y, =1 ndo é solugdo da EDO. Tomando n =1; obtem-se que
t?(0)+t°() -2 +t)t) =2t -t* =0 = t(2+t*) =0 =t =012

Tomando n=2; obtem-se que
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t?(2) +t3(2t) —2(1+t*)(t*) =0, Vte R

Logo, Y, (t) =t*é uma solugdo n3o-trivial da EDO. Colocando a EDO na forma que se pode
aplicar a férmula de Abel, o que é possivel pois t >0, ou seja na forma em que se pode
determinar o coeficiente p(t)

2
y”+ty’—2(1j[r2t )y=0 ,0 <t < oo,
obtem-se que
teirgdé t
42 42 —4,.-5%/2
y,(t) =t J.—(SZ)Z ds =t J's e '“ds,

é solugdo l.i. com Yy, (t) = t?, donde a solugdo geral é dada por
y()=Ct*+C,t° [tedt . C eR.

OBS: Como o determinante de uma matriz Nx né diferente de zero se sé se as colunas da
matriz formam vetores Li. no R", somos levados a concluir que se W[f,, f,](t) #0 em

a<t<pf,entdo f,f, interpretadas como vetores deC°(Ja, A]) sdo Li. em a<t< 3.

Entretanto, a reciproca é falsa, ou seja ndo se pode deduzir a dependéncia linear de um
conjunto de fungdes a partir do fato do seu Wronskiano se anularem a<t< g .

Exemplo: As fungdes x° e|x|3 s3o I.i. em C°(R), pois

6, ()° +c,[° =0

& ¢, =¢, =0.
c(-1)°+c,|-1'=0 " 7

c,x? +c2|x|3 =0,VXx e [[:{

Por outro lado, se x>0

x> X
WX, [X°1(x) = =0
[ | | 1(x) 3?32
ese x<0
x3 =X
WX, X 1(0) = =0.
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Entretanto, se as fun¢des forem solugdes de uma EDO linear homogénea na forma (6)
(coeficiente lider igual a 1), entdo a reciproca é verdadeira.

Teorema: Hipoteses:
(H,) y,(t), y,(t) solucdes de (6) em a <t < 3.
(H,)WLy,,y,1(t,) =0 para algum t, €la, pl .
Tese: Uma solugdo é multiplo constante da outra.

Prova: Como W[y, Y,](t,) =0 entdo o sistema

{Clyl(to)+c2y2(to) -0
¢ Y;(ty) +¢,y5(t) =0

possui uma solugdo ndo trivial €,,C,, |C]+|C,| # 0. Tomando Y(t) =C,y,(t) +C,Y,(t), tem-
se que yé uma solugdo de (6). Além disso, por construgdo Y(t,)=Y'(t,) =0. Pelo
coroldrio do T. E. U. conclui-se que
C, ~
yl(t) = _E_ Y, (t) 1S€ € # 0
yt)=0,a<t<pf= e
c, ~
yz(t) == yl(t) 1 S€ C, #0
CZ
Definigdo 6: Duas fungdes f,(t), f,(t) sdo linearmente dependentes (l.d.) num intervalo I
se uma é um multiplo constante da outra. Caso contrario, elas sao ditas linearmente
independentes (l.i.) em I.

Corolario: Duas solugées Y, (t),y,(t)de (6) sdo Li. em a<t< [se somente se seu
Wronskiano é diferente de zero nesse intervalo. De modo que, duas solu¢bes formam um
conjunto fundamental para (6) no intervalo a <t < [ se so se elas sdo L.i. nesse intervalo.

EQUAGOES LINEARES HOMOGENEAS COM COEFICIENTES CONSTANTES:
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Dada uma EDO linear homogénea de 2° ordem a coeficientes constantes
L[y]=a,D?y+a,Dy+a,y=0 (11)

com @, €, ja sabemos a estrutura de sua solugdo geral. Entretanto, ndo sabemos como

obter um conjunto fundamental de solug¢es! Por outro lado, observando a estrutura da
EDO chega-se a conclusdo que Yy”,y', ydevem ser “proporcionais” entre si (da mesma
familia) para que uma combinacgdo linear delas tenha chance de ser identicamente nula.
Apos algumas tentativas chegou-se ao seguinte fato

Lle"1=a,(e")" +a,(e") +a,e" =(a,r’ +a,r+a,)e"
Definigdgo 7: p,(r)=a,r® +a,r+a, ¢ o polinémio associado ao operador L.
Teorema: (Método de Resolucdo)
Dada um a EDO do tipo (11)
1° ) Obtém-se as raizes ry,r> de p, .

2° ) A solugdo geral serd dada segundo a seguinte tabela

r,r, conj. fundamental solucéo geral
t — el’lt
n.r,eRrn#r, % t y(t) =ce™ +c,e™
Y, (t) =e"
y,(t) =e" t
rL=r,=r y(t) = (c, +c,t)e
1 2 v, (t) _h 1 2
r=A+i t) = e™ cos ut
! A %:(0) . - y(t) = e*(c, cos ptt +c, sen t)
r,=A-lu y, (t) =™ sen st

Prova:

1% Caso: 1,1, e R,1, #r,: Neste caso, Y, (t) =e"™,y,(t) =e"™ sdo solucdes Li. de (11), uma

vez que

Rt r,t

W[erlt,erzt] _ € e

i = —n)e™ ™t 0, vt e R
re" re"
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2° Caso: I, =r,=r: Neste caso, tem-se apenas uma solugdo Y, (t)=e". Para se obter

uma segunda solucdo Li. com y; aplicamos a férmula de Abel.

jp(x)dx ~[-arydx

V(D) = yl(t)j e ® s=e" [ T—ds —e”_[—ds—te”.

2rs

3° Caso: I, =A+iur,=A—iu,u#0: Neste caso, w,(t)=e™,w,(t)=e" continuam
sendo solucdes da EDO, entretanto sdo solugdes a valores complexos ! Sera necessario
obter um modo de se extrair de y; ey,duas solugdes Li. a valores reais. Para isso,

utilizaremos a famosa formula de Euler :
e’ =cos@+isend ,VOeR. (E)
Obtencao de (E): supondo que para expoentes complexos também vale
Uit _ g itgiut

ent3do basta obter o valor de e*. Por outro lado, para X € R, tem-se que

0 Xn XZ n
eX:Z——1+x+—+ A+t
~' nl 2! n!

procedendo formalmente e substituindo x por i@, obtém-se que

e'’ :1+(i9)+ﬂ+...+ﬂ+
2! n!

onde, por Gauss,

iZ2=-1
De modo que, i®=—i ,i*=i*i=—-i’=1,i"=i,i®=i’=-1,i"=i%i=- ,
donde
in :{(—l)k, sen =2k
(-D¥i,sen=2k +1
Portanto,
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2 4 2k 3 5 2k+1
e = 1—9—+6)——...+(—1)k O |+ 6?—6’—+6)——...+(—1)k 0 +..
L4 ! 3 5 (2k +1)!

=cos@+isend , VO eR.

Entdo, w,(t) =e™(cos st +isen ) e w,(t) =e™(cos ut —isen ut) sdo duas solugdes de

(11) a valores complexos.

Obtencado de duas solugdes reais a partir das solugdes complexas.
Lema: (Descomplexifica¢éiol)
Hipdtese: y(t) = u(t) +iv(t) é uma solugdo complexa de (11).
Tese: Yy, (t) = u(t), y, (t) = v(t) sdo duas solugbes reais de (11), isto é
L[y,]=0 e L[y,]=0.
Prova: Tem-se que
0 = L[y](t) = L[u +iv](t) = L[u](t) +iL[v](t)

Por outro lado, 0=0+1i0 e dois nimeros complexos sdo iguais se sé se suas respectivas

partes reais e imaginarias sdo iguais.
De modo que, de y, (t) podemos obter duas solugdes reais
y,(t)=e" cost e y,(t)=e" sen ut.
Como
WIy,, ¥,1(t) = ze** #0,vt e R
entdo Y, (t), y, (t) formam um conjunto fundamental para as solugdes de (11).

OBS: Aparentemente, i, (t) daria origem a outro par de solugdes reais. Entretanto, tem-

se que

yl t)= e” cos ut =y, (t)

v, (t) =e” (cos pt —isen ut) —> {}72 (t)=—e"senpu= =Y, (t)

ouseja Y,(t)é Ld. com y,(t).
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EQUACOES LINEARES NAO HOMOGENEAS

Consideremos agora o problema de obter a solu¢do geral da EDO linear ndo homogénea
LIyl=y"+p®)y'+q(t)y = f(t) (LNH)

onde p(t),q(t), f(t) sdo continuas em a <t< . Um importante indicio é dado pela

estrutura da solugao geral da EDO

y'+2ty =t.
A solugao geral é dada por
1
=Ce" +=
y 2

Tem-se que a solugdo é a soma de dois termos: o primeiro termo é a solugdo geral da
homogénea associada enquanto que o segundo termo é uma solugao particular, %, da
EDO ndo homogénea.

Lema: A diferenca de duas solucdes quaisquer de (LNH) é uma solucdo da homogénea

associada.
Prova: Se y,,y, sdo solugdes de (LNH) entdo
Ly, —w.1= LUy, 1-Lly,]= f ) - f () =0
Teorema: (Estrutura da Solucéo Geral)
Hipdteses:
(H1) y,(t),Y,(t) solugbes I.i. da homogénea associada
LIyl=y"+p()y’ +q(t)y = 0.
(H) w(t) qualquer solugdo particular de (LNH).

Tese: A solugdo geral de (LNH) possui a sequinte estrutura
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y®) =y, +y,®

onde y, (t) =c,Y,(t) +C,Y,(t) € a solucdo geral da homogénea associada e y (t) = w(t) €

uma solug¢do particular.

Prova: Seja y(t) uma solugdo qualquer de (LNH). Pelo lema acima, ¢(t)=y(t)—w(t)é

uma solugdo da homogénea associada. Entdo, existem constantes c,,C, € R, tais que

p(t) =c,y, (1) +C,Y, (1) = y() = o(t) +y(t) =c,y, (t) +c,y, () +w(t)

Exemplo: Obter a solugao geral da EDO
y'+y=t.

Tem-se que um conjunto fundamental é dado poér {y,(t) =cost,y,(t) =sent}, donde a

solucdo geral da homogénea associada é dada por

y, (t) =c, cost +c, sent.

Por outro lado, tem-se que y (t)=t € uma solu¢do particular para a EDO ndo

homogénea. Logo, a solugdo geral da EDO ndao homogénea é dada por

y(t) =c, cost+c,sent +t.

METODO DA VARIACAO DOS PARAMETROS:

Objetivo: dada uma EDO (LNH) obter uma solugdo particular y (t) através da “inversdo”

do operador L.

Y, () = LIF10).
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ldéia: obter y,(t)a partir de uma “deformacdo diferencidvel” da solucdo geral da

homogénea associada. Para isso supds-se que existem fungdes ¢, (t),c, (t) € C* (o, A[) tais

que
y,)=c.®)y, ) +c, )y, (t).  (12)
Aplicando L a (12), obtém-se que

L[yp](t) = D2(01Y1 +C2Y2) + p(t)D(Clyl + Czyz) +q(t)(01Y1 +Czy2)
=D(c1y, +¢,Y; +ChY, +C,¥5) + P)(C Y, +CiY; +CoY, +Cy ;) +a(t)(c,y, +¢,Y,)

Hipdtese simplificadora: ¢y, +C,y, =0,a <t < f.
Com isso obtém-se que

L[y, 1(t) = D(c, Y1 +Co¥)+ P,y +C,Y5)+aM(C,y, +C,Y,)
= C1Y1+Cy ¥, +Cy (i + p®)y; +at)y,)+c, (yz +p(t)y; +at)y,)

Ou seja
LIy, I(t) =ciy; + ¢y,

Impondo que y, (t) seja solugdo de (LNH), obtém-se o seguinte sistema

ema<t<pf.

{c{ )y, (t) +c5 By, (t) =0
ci(t)y;(t) +cyy; (t) = f(t)

cuja matriz dos coeficientes é exatamente W[y, y,](t), o qual por hipdtese é ndo nulo

em a<t< f.De modo que, o sistema é possivel e determinado em a <t< f. Logo,

existe uma solugdo (C;(t),c;(t)) dada por

‘ 0 y,()
) = FO v _ - 1)y, =>Cl(t)=Cl+j ~TOY. M
WLy ¥ 10 WLy, y,1() WLy, y,]1(t)
y,t) 0
¢ (t) = . f@O  f®)y. @) :>Cz(t)=C2+I FOYRO g
WILy., Y, 1()

WLy, y,10) Wy, y,]1(t)

desprezando as constantes, para evitar redundancias, obtem-se que
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= 1% L HOY,()
V()= U Wi, v,16) ds}ylm ! U ORAD ds}yz ©

ou seja

yp (t) — .r [y1 (S)\X/z[(:/) _yyig))yz (S)] f (S)dS

= [G(s.hf(s)ds
— L[ F](0).

OBS: A construgdo de Yy foi obtida através da “inversdo” do operador diferencial L, a qual

produziu um operador integral L. Este operador foi um dos primeiros exemplos de
operador integral nuclear, cujo nucleo G(s,t) passou a ser chamado a fungdo de Green

do operador L.
Exemplo: Resolva o seguinte PVI

{y”+y=tgt,—;z/2<t<7r/2
y(0)=1,y'(0)=1

Homogénea Associada: y"+y=0 = Solugdo Geral: y,(t) =C, cost +C, sent
= y,(t)=cost , y,(t)=sent = W[y, y,]t)=1,Vtel-x/2,7/2[.

Solugdo Particular: como o coeficiente lider é um, entdo f(t) =tgt e

G(s,t) = Y. (S)Y, (t) -y, (t)y,(s)
| WLy, ¥,1(5)

= coss(sent) —cost(sens) =sen(t —s)

Logo,

tsen’ s
cOS S

ds

y, ()= INHOE th(s,t)f(s)ds :jtsen(t—s)tgs ds :sentrsen sds—cost_[

2
=—-sentcost — cost{[t w ds
COS S

} =—sentcost — cost[rsec sds — cos sds}
— —sentcost — cost[In[sect + tgt| —sent] = —cost In|sect + tgt].

De modo que, a solugdo geral da EDO ndao homogénea é
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y(t) = C, cost +C, sent —cost Injsect + tgt].

Impondo as condi¢des iniciais, obtem-se que a solu¢do do PVI é dada por
y(t) =cost +2sent —costIn(sect + tgt).
Exemplo: Obtenha uma solucdo particular da seguinte EDO
d’y  dy 2
Lyljt)=——+—+y=t".
[yl(t) rEaRi

Homogénea Associada:

r=-1/2+iJ3/2
"4y +y=0=p, (N=r?+r+1=0=4"
vy () {r2=—1/2—i\/§/2

y,(t) =e "2 cos~/3t/2 J3

conjunto fundamental: Wiy 1 = et
{Yz(t)=e‘”2sen 3t/ VDL YlO =7

Solugdo Particular: como o coeficiente lider é um, entdo f (t) =t* donde

G(s.t) = AONAVSACIAON (e™'? cos~/3s/2)(e "2 sen~/3t/2) — (e V"% cos /3t / 2)(e 2 sen /35 / 2)
’ WLy,, Y,1(s) N

2
Logo,

y, ) =L = ItG(S,t) f(s)ds = %e“z[sen \/§t/2'fts2es’2 cos~/3sds — cos \/§t/2rszes’2 sen \/§sds]

Estas integracbes sdo extremamente dificeis de calcular. De modo que, o método da
variacdo dos parametros nem sempre produz resultados praticos! Isso, sob o ponto de
vista das aplicagcOes é uma séria deficiéncia.

O METODO DA TENTATIVA CRITERIOSA OU METODO DOS COEFICIENTES INDETERMINADOS:

Este método é uma conseqliéncia da “compatibilidade” entre os coeficientes de uma EDO
linear e suas solugdes. O método dos coeficientes indeterminados fornece uma alternativa
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simples para constru¢do de uma solugao particular de uma EDO ndo-homogénea a
coeficientes constantes

LIyl(t) =ay” +by"+cy = f(t) (13)
para f(t) pertencente a uma certa familia de funcées (“quase-polinémios”).
Casol: f(t)=a,+at+..+a,t"

Neste caso, y, tem que ser uma funcdo tal que ayj,by;,cy, somado seja um

polindmio de grau n. De modo que, tem-se que ter
y,()=A +At+..+At" (14)

Aplicando L obtém-se que

LIy, 1(t) = a(A, + At+..+ At")" +b(A, + At +..+ At") +c(Ay + At +...+ At")
=a(A +2At+..+nAt"") +b(A +2At+...+nAt") +c(A + At+..+At")
=a(2A, +6At+..+n(N=DAt"?) +b(A +2At+...+nAt" ) +c(A, + At +..+ At")
=CAt" +(CA, _, +NbA " +(CA _, +(N—=DbA , +n(n—D)aA " +...+ (CA, +bA +2aA,)

Igualando a (14), obtém-se o seguinte sistema

CA, =a,

nbA, + CcA, =a,,
n(in-1aA, +(n-1bA ,+cA , =a,,

2aA, +bA +CcA, =4,
a, 1 a, 1
Sec#0= A, :?:AH :E(an—l_nbz):'“:Ao :E(ao—bAl—ZaAz).

Se c=0= L[y, ](t) =ay, +by, é um polinémio de grau n-1 enquanto que f(t) é de grau
n. Para podermos igualar precisamos tornar L[y ](t) um polinémio de grau n. Portanto

devemos tomar y, um polindmio de grau n. A maneira mais simples (sem aumentar o n°
de coeficientes e portanto de equacgdes) de fazer isso é tomar

y,) =t(Ay +At+..+At") (15).

Aplicando L determinamos A, A, ,,..., A,, caso se tenha b # 0, através da equagdo
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ayy +by, =a, +at+..+a.t".
Se b=0= L[y, ](t) = ay, e basta integrar duas vezes para se obter

2 3 tn+2

y (t)—l(a t—+a t—+ +a —————)
P a '2 32 7 "(+2(n+1)"

Resumo:
A +At+. . +AL" ,sec=0

y, () =<t(Ay + At+..+ At"),sec=0,b=0
t?(Ay + At+...+At"), sec=b=0

Caso2: f(t)=(a, +at+..+a.t")e”
Neste caso, fazemos a mudanca
Y, (t) =e“u(t)
para reduzirmos ao caso 1. Tem-se que
y, =e“(u'+au) e yr =e”(u"+2a'+a’u).
De modo que,

L[y, 1(t) = ae” (u" + 2au’ + au) + be* (U’ + ou) + ce“u

= e“‘[au”+ (2aa +b)u’ + (aa® +ba+c)u]
igualando a f(t) obtém-se que Yy (t) = e”u(t) é solucdo se sé se
au” + (2aa+b)u’ +(aa’® +ba+cu=a, +at+..+at". (16)

Resumo:
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(A, + At +...+At"e”, sep, (a)=aa’ +ba+c=0
Y,(0) =1t(A + At +...+ At"e“, se p, (&) =0,mas 2aa + b = 0.(raiz simples)
t? (A + At +...+ At")e”,se p, (o) =0 e 2aa +b = 0.(raiz dupla)

cos it

Caso3: f(t)=(a,+at+..+a,t")e™ {
senut

Neste caso reduzimos ao caso 2 utilizando o seguinte resultado

Lema: (Descomplexificagéo 2)
Hipotese: w(t) = u(t)+ iv(t) solugio complexa da EDO
LLyI(t) = f(t)+ig(t)
Tese: Tem-se que
L[u](t) = f(t) e LIVI(t) = g(t).
Prova: Pelo principio da superposicdo,
f(t) +ig(t) = Lu +iv](t) = L[u](t) +iL[V](t) < Lul(t) = f(t) e LVI(t)=g().]

Complexificagdo: seja y,(t) = u(t) +iv(t) solucdo da EDO complexa

L[yI(t) = (8, +a,t +... +a,t" el

Pelo Lema, tem-se que

u(t) =Re(y (1)) é solucdo de L[y](t) = (Zn:aktk e cos st
k=0

V(t) = Im(yp (t)) ¢ solugdo de L[y](t) = (Zn:aktk et senut .
k=0

OBS: Generalizagdo: dada a EDO
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LIYIt) = > pe (0™, ay = A +igy -

k=1

m
Se LIy I(t) = py (t)eakt,k =L, m=y,(t)= Zl//k (t), onde y é solugdo
k=1

particular da EDO complexa
LIYI(t) = py (De™! k =1,.., m.
Entdo se tem que

uy (t) = Re(y, ) ésolucdo de L[y](t) = py (t)e}th cos y t
vy (t) =Im(wy ) ésolugdo de L[y](t) = py (t)eikt senut

Exemplo: Retornemos a obtencdo da solugao particular da EDO

LIyIt) =y +y'+y =t

Como f(t)=t?estamos no caso 1. De modo que, tomaremos

Yo(t)= A+ At+ At® =
yp (t)=2A

donde

LIy p1(t) = (2A2) + (AL +2A51) + (A + At + At?) = (Ag + A +2A,) + (A +2A,)t+ Agt?

logo,
L[y](t) =t < A +2A, =0 & A =0,A, =—2A, =1
Aj+A +2A, =0
Portanto,
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yp(t)=t"—2t.
Exemplo: Obter a solucdo geral da EDO
27)92t .

y'—4y'+4y =(1+t+...+t

Tem-se que pL(r)=r2—4r+4:(r—2)2=O<:>r1=r2=2

Homogénea Associada: Conjunto fundamental

i) =6,y () =t
Solugdo Particular: Como r, =1, =a =2, estamos no caso 2, com

p (x)=0¢e 2ac+b=0
ou seja « é raiz dupla de p| (r). Logo,

Yo =t7(Ay + At +... + Ajgt?)e”
Entretanto, é mais simples fazermos a mudanca
yp(®)=e”u(®)

obtermos que

U =1+t+..+t%’

integrarmos duas vezes e obter

2t 2 3 29
yp(t)=¢ (i+%+... + 2§.29)'

Solugao Geral:

ot ot | ot 29
y(t)=Cie” +Cte™ +e” (L +... +51).

Exemplo: Obter uma solugdo particular da EDO
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L[yl(t) = y"—3y'+2y = (1 +t)e™.
Tem-se que
pL(N=r*-3r+2=0&r =1, =2

Logo, o =3 ndo éraizde p . Logo,

Vo) = (A + At = Yo ,gt) =3e3'A, +3e(3A, +3AL) |
p Yp (t)=6A™ +e” (9A; +9At)

Substituindo obtém-se que

2A, =1 =—
=1 A

N

LIy, 1) =e™[(2A) +3A) )+ 2Atl & (2A) +3A)) +2At =1+t & {

De modo que,

V()= (-5+He™.

Exemplo: Obter uma solugao particular da EDO

L[yl(t) =y"+4y =senzt.

Agora estamos no caso3 com

f(t)=(a,+...+at")e? senut , a; =18, =0,k =1,.., M, A =0, ;=2

Como

= a)=0
r, = i p ()

pL(r):r2+4:O<:>{

sendo que & = A +1iu = 2i é evidentemente raiz simples.Logo, por causa do seno

Paulo Marcelo Dias de Magalhaes - UFOP Pagina 27



yp(t) =Im(w (1))

w'(t) = Ay (1 +2it)e?"

_ 2it
onde y(t)=Ate" = {l//"(t) _ A e

Complexificacao: redugdo ao caso2

LIy](t) = e”"

Logo, w é solugdo se sé se

et = L[y](t) = 4iAe?t < A, =1/4i=—i/4
De modo que,
w(t)=—1te™

Descomplexificagao:

yp(t)=Im(y) = Im[—%t(coszt +isenzt)] =Im[{sen2t—ilcos2t]=-Lcos2t.
Exemplo: Obter uma solugao particular da EDO

LIyl(t) = y" +2y'+y =te' cost.
Tem-se que
te' cost = Re[ te®"']
Complexificagao:

Lyl =t

onde @ =1+indo éraizde p;(r). De modo que,
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O = (A + Alt)e(1+i)t . { W' = Ale(l”)t +(1+ i)e(l+i)t(AO LAY

p" =201 +)et A +2ie@ A L A)
Substituindo obtém-se

e = Ly]t) = @ +i)e T2+ i) A, +2A, + R +DAL & 2+i)P A +22+1)A,
. — — =4 4 22 ;
++i)y At=t o (2+i)°A =1 AO Geiy =125 125
' (Q+i)A +2A =0 A =—l_=3_4j

(2+i ~— 25 25

De modo que,

_ 22 3 4 iyra(lHt
w(t)=[(- ﬁ+125|)+(g—gl)t]e

Descomplexificagao:

Yp(t) =Re[l(—& + 22 i) + (£ — L i)tle )]

_Re[[(—125 125 )+( —ii)t][et(cost+isent]]

=e'Re[[(- 125 125 )+( |)t]cost+|[( 125 125 )+( i)t]sent]
=gl Re[l(5: + gt)cost+(— 125)sent]+|[(125— t)cost+( 3 ~t-—-)sent]
=e [(125 Et)cost+(i

125)sent]

EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE ORDEM SUPERIOR

Definicao: Uma EDO do tipo
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LIyI(t) = a, ) y™ +...+a, (t)y' +a,(t)y = f(t) ,a <t< B (LNH,)

onde a,(t)#0em a <t< 3, é denominada equagdo linear de n-ésima ordem. Quando

f =0 a EDO é dita homogénea (LH,).

Analogamente as EDO’ s de 2° ordem tem-se a seguinte estrutura para solu¢3o geral

Teorema: (Estrutura da Solugdo Geral)
Hipdteses:

(H1) y;(t),..., Yy (t)solugbes de (LH,) em a <t < 3
(H2) W[y, V(1) #0em a <t < B

Tese: A solugdo geral de (LH,) é dada por

Yp() =Cry (O +...+Cqyn(t)

Obtencao do Conjunto Fundamental para EDO’ s a Coeficientes Constantes:

Tem-se que

L=p_ (D)

n
k
onde D =% e pL(X)=kZ:akX . De modo que,
=0

L[e"](t) = p_(r)e™ =0 < réraiz de p, (X)

Logo, se p, (X) possui n raizes distintas, entdo a solugdo geral sera dada por

yh(t)=Ce™ +...+Ce".

n
0BS: Usou-se que W[e"™ ..., e"](t) = (-1)" [ [ (r; —r;)et" "™

i ]
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. N rt ~
Caso rj =Aj +iuj, pj 20, entdo y;(t)=e " é uma solucdo complexa e

At At
uj(t)=Refyj]l=e"" cosu;t e vj(t)=Im[y;] =€ senu;t

sdo solugdes reais associadas a r- Finalmente, se r| for uma raiz de multiplicidade m,

entao

pL(X) =(x=r;)"0a(x)

2.1t

t,ort t
onde q(r;)#0. Neste caso, tem-se que e te" t% "

,...,tm_le sdao m solugdes

linearmente independentes. De fato, tem-se que

L[e"1(t) = p_ (r)e"" =(r—r;)™q(r)e"

0,0 0,0
Usando o fato que — (—e"™) == (—e") obtém-se que
q ar(at ) at(ar ) q
Kort X rt o m rt
L[t"e " ](t) = L[—-e ]=—¢Le"] =—(r=rj)"a(r)e =0
or fer rop OF r=

para 1<k <m.

Resumo: Se
il m; ! 2 2 21l
pu(r)=a] J(r—r)) " [Ir® =24 + (A" + )
j=1 k=1

onde
m = n° de raizes reais r;, | = n° de raizes complexas ry

m; = multiplicidade de r; , Iy = multiplicidade de r,= A +izy
m | )
ij + > I = grau(p, ) =dim[N(L)]
j=1 k=1

Tem-se que os seguintes conjuntos de solucoes Li.

Paulo Marcelo Dias de Magalhaes - UFOP Pagina 31



{erit, e’ t" e }c N(D —r; )™
{e™ cos wt, ™ senyt,tett cos gt te™ senyt,..., th e

th et sen gt} = N[D? =24, D + (% + )]

cos g t,

para 1< j<m1 <k <I.E com essas fungdes que se constrdi a solucio geral de

qualquer EDO Linear Homogénea a coeficientes constantes. Essas fung¢des cons-

tituem a “base” do Calculo Operacional criado por Heaviside.

Exemplo: Obter a solu¢ao geral da EDO

m

y@ —2y" 42y 2y +y=0.

Utilizando o algoritmo de Briot-Rufini obtém-se que
pL(N)=(r—1)(r’ =r +r—1)=(r-1)%(r* +1)

De modo que, as raizes sdo I, =1,com multiplicidade 2 e r, =i, r; =—i, ambas com

multiplicidade 1 e tem-se o seguinte conjunto fundamental

n -y @t)=ely,(t)=te' e N(D-1)?
r, — Yy (t) = cost,y,(t) =sent e N(D* + 1)

uma vez que sao solugdes e
WIy;, Y., Y3, Yal(t) = —2e% (2+sen2t) = 0,Vt €0
Portanto, a solucdo geral é dada por

yh(t) = (¢, +c,t)e' +¢5 cost +c, sent

Exemplo: Obter a solucdo geral da EDO

7 5 3
d y_2d y+d y:O
dt” dt®>  dt®
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Tem-se que
pL()=r’(r* —2r +1)=r’[(r-1)(r+1))°
Raizes e respectivas solugdes L.i. associadas:

r, = 0(multiplicidade 3) — {y; (t) = 1, y,(t) =t, y5(t) =t}
r, =1 (multiplicidade 2) — {y,(t) =e', y (t) = te'}
r, = —1(multiplicidade 2) — {yg(t)=e ",y (t) =te '}

Solucdo Geral:
Vi (1) =, +Cot+Cyt? +(c, +Cst)e! +(cg +cit)e.

Exemplo: Obter a solucdo geral da EDO

iy+y:o.
dt*
Tem-se que
pL(n=r+1
Como
_1:eﬂi :e37zi :e5ﬂi _ oA
Entdo as raizes sdo dadas por
r PNCEE :cos%+isen%:%+i%
[, =gl =cos%+isen%:—%+i%
= e/ :cos%’fﬂsen%:—%_i%
=gl :cos%ﬂsen%’:%_.%

Portanto sdo distintas (multiplicidade 1) sendo que r; e r; sdo conjugadas de r; e r;
respectivamente. De modo que, obtém-se o seguinte conjunto fundamental real
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{y, () =Re(e") =e!/¥2 cos% Ly, () =Im(e"t) = et/ V2 sen%

ys(t)=Re(e™) = e t/2 cosﬁ, ya(t) =ImE"™) =et/¥2 sen%}

Solucdo Geral:

yn() =" (c, COS—=+C, Sen—) + etV (c,

t
COsS—=+C,Sen
V2 2 4

Ly,
V2 V2
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