SOLUGOES DE EDO LINEARES DE 2" ORDEM NA FORMA INFINITA

Conforme foi visto é muito simples se obter a solu¢do geral de uma EDO linear de 2°
ordem a coeficientes constantes

ay"+by'+cy=0.
em termos das fungdes algébricas e transcendentes elementares

e te™ e cos ut,e™ senut.

J4a no caso ndo-homogéneo
ay"+by’ +cy = f(t)

isso nem sempre é possivel, pois depende de f(t). Nos casos em que f(t) ndo é um

quase-polindbmio, utilizando-se o método da variacao dos parametros, o que se obtém é
solucao geral na forma de uma integral definida.

De modo que, ja seria de se esperar um aumento no grau de dificuldade para se obter a
solucdo geral de uma EDO linear de 2% ordem a coeficientes varidveis mesmo no caso
homogéneo

ait)y"+b(t)y’+c(t)y =0.

Isso talvez ndo tenha ficado muito evidente, pois no caso muito particular da equacdo de
Euler a solugdo geral ainda pode ser dada em termos de fungdes elementares. Entretanto,
no caso geral, invariavelmente a solucdo geral tem de ser dada através de novas funcdes
transcendentes, denominadas fung¢des especiais, as quais sé podem ser expressas numa
representacao infinita: seja em séries infinitas, seja em fra¢gdes continuas ou seja através
de integrais definidas. Na verdade, as funcdes transcendentes podem ser divididas em
duas classes: as que,como as funcdes de Bessel, sdo solu¢cdes de EDQ’s e as que, como a
fungdo Zeta de Riemann, ndo satisfazem nenhuma EDO. No presente capitulo, nos
ateremos as EDO’s cuja solugdo geral pode ser representada através de séries infinitas,
mais especificamente séries de poténcia.
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Alguns exemplos importantes de EDO’s da Fisica-Matemadtica sdo

Equacao de Cauchy-Euler

a(x—x,)’y"+b(x—x,)y'+cy=0 , ab,ceR.

Equacao de Bessel

Xy +xy' +(x*—1%)y=0 , 1eR.
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Equacao de Legendre

(1-x*)y"—-2xy'+1y=0 , 1eR.
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Equacao de Airy

Equacao de Hermite

y"—2xy'+2ny=0 ,neN.

n=1{
| -

Equacao de Chebyshev

(1-x*)y"—xy'+n’y=0 ,neN.
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Equagdo Hipergeométrica

XA-X)y"+(c—(a+b+1)x)y'—aby=0 , a,b,ceR

a=2b=3.c=4
1o |

-1.0 =05 0.3 1.0

OBS: Todas as EDO’s acima possuem coeficientes polinomiais. Isso ocorre na maioria das
EDO’s da Fisica-Matematica. De modo que, poderiamos nos restringir as EDO’s com

coeficientes polinomiais, apesar do método das séries de poténcias se aplicar a EDO’s com
coeficientes ndo polinomiais.

Definicao: Dada a EDO

a(x)y” +b(x)y’ +c(x)y =0 (LH)
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onde a(x),b(x),c(x) ndo possuem fatores comum da forma(x—xo)k, onde k é um

inteiro positivo. Tem-se que
(i) X, € um ponto ordindrio se a(X,)#0.
(ii) X, € um ponto singular a(x,)=0.

OBS: Como queremos a protecdo do T. E. U. estamos supondo que (LH) possui
coeficientes continuos em algum intervalo comum ]ea, S[. De modo que, se X, é um

ponto ordinario en tdo existe um subintervalo no qual a(x) # 0.Neste subintervalo pode

ser posta na forma normal
y"+ p(x)y’ +a(x)y =0

e aplicando o T. E. U. obtemos a existéncia e unicidade de solugdo para qualquer par de
dados iniciais

y(X0)=Yo , Y (X0) =Y,
tomados emXg,.

OBS: Se X, é um ponto singular, entdo pelo menos um dos n® b(X,),c(X,) ¢ diferente de
zero. De modo que, pelo menos um dos coeficientes p(x),q(x) fica ilimitado quando

X — X, e ndo se pode aplicar o T.E.U.

REVISAO DE SERIES DE POTENCIAS

A mais simples série de poténcias é uma func¢ao polinomial
f(x)=a, +a; X +... +a,x".

Esta é uma representacao finita. Do Calculo aprendemos que as fung¢des elementares
podem ser representadas na forma infinita através de séries de poténcias. Alguns
exemplos sdo
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Yol Xt =) —0<X<®
nl o N
2 4 2n
X° X X 1
COSX=1——+—— ... +(-1)" —+. Z( )" , —00 < X < o0
2 24 @n)! (2n)
3 5 2n+1
X° X X 1
senX=X-——+——..+(-1)" ——+. z( )" XM _o < x <
6 120 (2n +1)! —(@n+1)!
1
l—:1+x+x2+...+x”+...:2x”,—1<x<1
—-X

Uma representacao mais geral é
e8]
n
F(x)=2 an(x—x)
n=0

Neste caso diz-se que a fungdo foi expandida em série em torno do ponto X,. Nas

expansdes acima tem-se que X, = 0. Relembramos os seguintes resultados

1.Uma série de poténcias converge num ponto X=X se

3 lim Za (X -

m—>oo

Toda série converge em X = X,, podendo convergir em todo X R, ou apenas em alguns

X eR.

2. Uma série converge absolutamente num ponto X se a série

[e 0]

n
Z‘an (X=Xq) ‘
n=0

for convergente. Tem-se que conv. absoluta = convergéncia.A reciproca ndo é

necessariamente verdadeira.

3. Teste da Razdo: critério para verificacao da convergéncia absoluta. Se a, #0,Vn>1 e

se para algum valor de X

n+1
| Ant1

a,

A (X=X
jim 202 (X = Xo) X = Xo| lim

= =L
n—oo an (X — XO)n ‘ nN—o0
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entdo a série converge absolutamente no ponto X se L<1 edivergese L>1.Se L=1,
o teste ndo é conclusivo.

4. Intervalo de Convergéncia: existe um real p >0, denominado raio de convergéncia, tal
que a série converge absolutamente em |X — X;| < p e diverge em |x — Xo| > p.Se a série
sO converge em X, O raio de convergéncia é zero. Se a série converge em todos os reais,
o raio de convergéncia é infinito.Se p > 0,0 intervalo ]x, — p,X, + p[é o intervalo de

convergéncia.
A série pode convergir ou divergir em |X — XO| =p

a0 [ee)

5.Se Y a,(x—X;)" e > b, (x—x,)" forem convergentes em |x —X;| < p.Entdo, tem-
n=0 n=0

se que

Zan(x_xo)n T an(X—XO)n = Z(an ibn)(X—XO)n
n=0 n=0 n=0

Zan(X—Xo)n an(X—Xo)n =Z Zakbn—k (x=x)"

n=0 n=0 n=0\k=0
sdo convergentes em |X — XO| < p.Alémdisso, se b, #0, entdo

Yag(x=x)"
n;o :zcn(X—Xo)n
an(x_xo)n =0

n=0
onde c, pode ser obtido através de

Zan(X—Xo)n =ch(X—Xo)nzbn(X—Xo)n =z chbn—k (x=%,)",

n=0 n=0 n=0 n=0\k=0
sendo que o raio de convergéncia pode ser menor que p.

6. Suponha que f(x)= Zan (X—X,)" converge em a < x< /3. Entdo
n=0
0

f’(x):iian(x—xO Zdi( (x — xo)) Zna (x=x,)"*
n=0 n=1

. 0 d2 0 >
f(x)— Za (= x)" = 3 an (x= %)) = X0 = Dag(x - x,)"

n= OdX n=2
e assim sucesswamente, sendo que cada série converge absolutamente em a<X< f.

Além disso, tem-se a seguinte relacao
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f(M(x,)
ay =———
n

e a série é chamada série de Taylor de f emtornode X =X,.

OBS: Dada uma fungdo f(X) continua possuindo derivadas de todas as ordens em

X —=Xo| < p, f(X) pode sempre ser representa-

da por uma série de poténcias convergente em |X — Xo| < p? Ou seja, quando se tem que
2 M (xy)
_ 0 n
f(x)= ZT(X— Xo)", em [x = X,| < p?

n=0

Definicao: Uma funcdo cuja série de Taylor converge em |X - Xo| < p é dita ser analitica

SOLUCAO EM SERIE NA VIZINHANCA DE UM PONTO ORDINARIO

Dada a EDO
a(x)y” +b(x)y’ +c(x)y =d(x) (1)

analisaremos o problema de sua resolugdo em uma vizinhanga de um ponto ordinario

X =X, através do emprego de séries de poténcias.No caso de coeficientes e lado direito

polinomiais o candidato natural seria um polinbmio.No caso geral, assumindo que os
coeficientes lado direito sdo analiticos em torno de X = X, o candidato sera uma série de

poténcias. De modo que, existem duas questdes que precisam ser consideradas:
eComo determinar formalmente os coeficientes da série?
eQual serd o raio de convergéncia da solucdo obtida?

Utilizando o fato de X=X, ser um ponto ordinario, a EDO pode ser posta na forma

normal

y"+ p(x)y’ +a(x)y = r(x) (2)
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Entdo se os coeficientes e lado direito puderem ser expandidos em séries de poténcias em
algum intervalo em torno de X, ou seja se

p(x) = z Pn(X=%0)",q(x) = ZQn(X— Xo)", r(x) = Zrn(X— Xo)"
n=0 n=0 n=0
Tentaremos uma solucdo na forma
y() =D an(x=x)" .
n=0
Exemplo: Obter a solucdo geral da EDO
y'+y=0, —0o<X<0.

Como a(x)=1 entdo a EDO nado possui pontos singulares emRR. De modo que, podemos
tomar X, =0 e
e}
n
y(x)=> a,x".
n=0
Derivando termo a termo obtém-se que
e 0] 0
y'(x)=> na,x""e y'(x)= > n(n-1)a,x"?.
n=1 n=2
Substituindo na EDO segue-se que
0 e}
> n(n-1)a,x"? + > a,x" =0.
n=2 n=0
Transladando o indice na primeira série de n para n+2, obtém-se
o0 o0
> (n+2)(n+1)agx" + > ax" =0
n=0 n=0
ou seja

i[(n +2)(n+1)a,,, +a, x" =0.
n=0
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O que ocorre se s6 se
(n+2)(n+1)a,.,+a,=0,vn=0.

Esta equacgdo se chama relagéo de recorréncia. Como a um descompasso de 2 entre os
indices dos coeficientes, os coeficientes pares e impares sdo determinados
separadamente. Tem-se que

a a a, a a a
a,=——~=——"2 a,=—T2-"0 5 -2 __20
2.1 2l 4.3 4 6.5 ol
e
a a as & as a

a;=———=——, ag = a
2.3 3l 5.4 5 7.6 7

Utilizando-se indugao finita conclui-se que

—17)"
a, = : )'n N=123,...
-1
el =
@en+1)!
Portanto, a solucdo geral sera dada por
a a a a -N"a -N"a
y(x)=a, +a; x ——x? - —=x> + L x* + = x> b+ 0D 80 on B onn
2! 3l 4 5! (2n)! @en+1)!

ou seja

2 _ n 3 _ n
y(x)=a, 1—X—+...+&x2”+... +a, x—X—+...+—( 1) x4
2 (2n)! 3l (2n +1)!

D" o
z —(@n+1)! X

Z(2 n)!

Agora que obtivemos a solucdo formal, devemos estudar a convergéncia das séries
obtidas. Utilizando o Teste da Razao, obtemos que
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a 2(n+1) 1\l 2(n+1) 1 |
lim |22 = lim CD” ax 2 /(2n+2)-|:|x|”mﬂ:
N—>o0 a,, X n n—o0 (—1)na0X n /(Zn)' ‘ n—ow (2n+2)'
:|X||im L =0<1 ,VxeR
e (2n+2)(2n+1)
e
i az(n+1)+1 2(n+1)+1 ( :]_)n+1a1x2n+3 /(2n +3)|| _| | mw —0<lVxeR
n—o0 a2n+1X2”+l n%oo ( 1) a1x2”+1/(2n +1)' ‘ = (2n+3)| '

De modo que, podemos definir duas solu¢des da EDO em toda reta

—(2n+ 1)'

- (=1)" 2n (-1)" y 21
= Z X7 e y,(x)= Z .
o (2n)!
Observamos que

y1(0)=1,y1(0)=0e y,(0)=0,y5(0)=1

Entdo, aplicando Abel obtém-se que

WIy.. .10 =W[y,, y,](0)el " = 1.

De modo que, y; e Yy, formam um conjunto fundamental para a EDO e, portanto, a

solucdo geral é realmente dada por
y(x)=agy; (x) +a;y,(x) , ap,a; €R.
Na verdade, tem-se que
a8, =y(0) , a; = y'(0).

Logo, conclui-se que Yy, € a unica solu¢do do seguinte

PVI :{ yrry=9
y(0)=1,y'(0)=0

e que Y, € a unica solugdo do seguinte
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PVI :{ Yy =0
y(0)=0,y'(0)=1

Por outro lado, aprendemos no Calculo que Yy, é a série de Taylor para COSX em X, =0
e Y, é a série de Taylor de senx em X, =0. De modo que, as fun¢des COSX e

senxpodem ser definidas através de PVI’s. Na verdade, a maioria das funcdes especiais
da Fisica-Matematica é definida como solucdes de PVI's. Para a maioria dessas funcdes
nao existe forma mais simples de defini-las.

Exemplo: Obter a solucdo geral da Equagdo de Airy
y'—xy=0, —00<X<0o0.

Tem-se que pP(X)=0,q(x)=—x entdo a EDO ndo possui pontos singulares. Podemos

tomar X, =0 e como candidato a solucdo
y(x) = Zanxn (1)
n=0

e supor que a série em |X|<p, sendo p determinado a posteriori. Derivando (1) e

substituindo na EDO obtém-se apds deslocamento do indice
o0 o0
Y (n+2)(n+1)ap,x" —=x> ax" =0
n=0 n=0
ou seja
o0 o0
> (n+2)(n+1)apx" = > ax"™ =0
n=0 n=0
Deslocando novamente o indice na segunda série, substituindo n por n-1, obtém-se que
o0 o0
D (n+2)(n+1)apx" = > a,x" =0
n=0 n=1
Finalmente “soltando” o primeiro termo da primeira série

o0 o0
2a, + Y (N+2)(n+1)a,x" =D a, ;x" =0
n=1 n=1
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De modo que, a relagao de recorréncia é dada por
(n+2)(n+1)a,,, =ap_; , N=12,...
sendo que
a, =0
Agora o descompasso entre os indices é de trés unidades e tem-se que
0=a, =as =ag =....
Novamente obtém-se uma dicotomia entre os coeficientes

ag as ay 8 ay

8.9 2.3.5.6.8.9

yeee

ou seja

©2:3.5-6-...-(3n—4)(3n — 3)(3n — 1)(3n) N

as

Por outro lado,

Qp=—,y=—=—"—"—"—, 8 = =
3-4 6.7 3-4-6-7 9-10 3:4-6-7-9-10
ou seja
a
A3ny1 = ,N=12,...
3:4:-6-7-...-(3n=3)(3n —2)(3n)(3n + 1)
De modo que,
0 X3n 0 X3n+1
X)=a,|[1+ +a,| X+ 2
Y =2, §2-3-...-(3n—1)(3n) . E2-3-...-(3n)(3n+1) 2)

donde obtém-se novamente que
y(0)=a, e y'(0)=a,.

Analise da convergéncia das séries: utilizando o teste da razdo, conclui-se que
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lim x3(“+1)/2~3~...-[3(n+1)—1][3(n+1)]|_|X|“m 2-3-...-(3n=1)(3n) B
N>z X" /2-3-...-(3n=1)(3n) |50 2.3 (31-1)(3n)(3n+2)(3n+3)

Logo,
, VxeR.

=|x[lim =0
n—= (3n+2)(3n+3)

a primeira série converge em toda reta. O mesmo acontecendo com a segunda série.

Definindo as fung¢des analiticas

X3n X3n+1

yl(x):§2.3._" -(3n—1)(3n) © y2(x):nz_;‘)2-3-... -(3n)(3n+1)

obtém-se que Yy, € a Unica solugdo do seguinte

PVI :{ y'=xy =0
y(0)=1,y'(0)=0

e Y, éaunica solugao do

PV :{ y'-xy =0
y(0)=0,y'(0) =1

Além disso, tem-se que
W[y, y,1(x)=W[y;,y,](0)=1 , VxeR.

De modo que, {Yy;,Y,} é um conjunto fundamental para a EDO de Airy e a solugdo geral é

dada por (2). As fungdes Yy, e y, ndo sdo fungdes transcendentes elementares do Calculo.
Exemplo: Obter a solugdo geral da EDO de Airy em uma vizinhanga de X, =1.

Como X, =1 é ponto ordindrio podemos tomar como candidato
o0
n
y(x) =D an(x-1)
n=0
em algum intervalo de convergéncia |X — l| < p.Tem-se que

Y(x) = S nan (k=)™ = 3 (1 + 1)an.: (x—1)"

n=1 n=0
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y'(x) = Z n(n— 1)an (x— 1)n—2 = Z(n +2)(n+ 1)8.n+2(X - l)n
n=2 n=0
Substituindo obtém-se que
D (n+2)(n+1)ap,,(x—1)" =xD (n+1)ay,, (x—1)" =0.

n=0 n=0

Tomando o desenvolvimento de Taylor de X em torno de X, =1, obtém-se que
X=1+(Xx—-1).

Substituindo obtém-se
D (n+2)(n+1)ap,(x—1)" —[1+(x-1)]> a,(x-1)" =0
n=0 n=0
ou seja
D (n+2)(N+1Da,(x—1)" =Y a,(x-1)" =Y a,(x-1)"" =0
n=0

n=0 n=0

Soltando o primeiro termo nas duas primeiras séries e transladando o indice na ultima
série chega-se a

[ee]
28, —ay + . [(N+2)(n+1)a,,, —a, —a,; [(x-1)" =0.
n=1
De modo que, a relagcdo de recorréncia é dada por

(n+2)(n+1)a,,, =a, +a5, , N=1.

a a a a a a a a a a a
T L I P o R N B
2 6 6 12 12 24 12

20 20 120 30

O que leva a seguinte solugdo geral
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y(x) =a, +a1(x—l)+a7o(x—l)2 +(%+%O](x—l)3 +(%+%)(x—1)4 o

ou seja

y(x)=a, 1+(X_1)2 +(X_l)3 +(X_l)4 +...:|+a1{(x—1)+(x_1)3 +(X_l)4 +}

2 6 24 6 12

OBS: Em geral quando a férmula de recorréncia possui mais de dois termos, a
determinagdo de a,, em fun¢do de a, e a, pode se tornar muito dificil e até mesmo

impossivel. Sem esta dependéncia ndo podemos verificar a convergéncia das séries
através de um método direto, como ,por exemplo, o teste da razdo.

OBS: Quando se tenta uma solugdo na forma de série de poténcias de (X — X,) entdo os

coeficientes da EDO devem ser representados também em poténcias de (X — X)) .

O seguinte resultado devido a Immanuel Lazarus Fuchs, obtido em 1866, delimita o que
pode ser feito no caso de pontos ordindrios para uma vasta classe de EDO’ s

Teorema: (Fuchs)

Dada uma EDO linear normal de ordem n

y™ a0y 4L+ ag(X)y = F(X). (LN)

Hipoteses:
(H1) ay(X),-.., a1 (X), f(x) analiticasem e <x< f.
(H2) Existe p >0 tal que as expansdes em série de poténcias de
ay(X),...y @y (X), f(X) sdo convergentes em |X — X0| <p.

Tese:

Toda solugdo de (LN) é analitica em X, com intervalo de convergéncia
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X =Xo| < p.

OBS: No caso n = 2, o teorema pode ser posto do seguinte modo: A solugdo geral de (LN)
¢ dada por

o0
n
y(x) =D an(x=X%o)" =25y (X) +a,Y,(x)
n=0
onde a,,a; sdo arbitrarios e y,,Y, sdo solu¢des na forma de séries infinitas linearmente
independentes, analiticas em X;, sendo que o raio de convergéncia de cada série é pelo

menos tdo grande quanto o menor dos raios de convergéncia das séries representando os
coeficientes e o lado direito [
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