EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

CONCEITOS BASICOS

Definicdo: Uma Equacao Diferencial Ordinaria (EDO) de ordem n é uma igualdade do
tipo

Fo,y,y' ., y™)=0 (1)

n

Onde F é uma fung¢do de n+2 varidveis e y"(x) =Z—{(x).
X

OBS: Quando se pode explicitar a n-ésima derivada, y", na equacdo acima obtem-se a
seguinte EDO

vy =fooyy,. ") (2)

A qual é denominada forma normal de (1).

OBS: O teorema da func¢do implicita nos diz que a condi¢do para que se possa reduzir
uma EDO a sua forma normal é que se tenha F diferencidvel com oF /dy" ndo

identicamente nula.

OBS: Pode acontecer de se ter varias EDO’s do tipo (2) associadas a apenas uma EDO
do tipo (1). Como mostra o seguinte

Exemplo: Reduzir a EDO de 12 ordem
2(y')> =10y’ +12=0
a forma normal.

Tem-se que F(t,y,y)=2(y')* =10y’ +12 é uma funcdo diferencidvel na variavel y’ e
OF /0y’ =4y’ —10s6 se anula em y'=5/2logo n3o é identicamente nula. Portanto,

pode ser reduzida e obtemos que
2y')* =10y’ +12=2(y' - 2)(y' -3)

Ou seja, a EDO possui duas EDO’s normais associadas a ela

Exemplos:
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+X

cosy”

e“”" —cos(e”)+log 4

! 1 n 14 !
‘=0,y =tg(;),ay +by'+cy=0,y" +p(x)y=0

OBS: Uma pergunta que se pode fazer é porque estudar a teoria das EDO’s?Para
respondermos de maneira convincente basta observar que qualquer “lei” postulada
pelo ser humano sé possui aplicabilidade cientifica quando pode ser
“matematizada”,isto é, quando pode ser expressa através de equag¢des!No caso das
trés leis fundamentais da Fisica Classica, Newton necessitou criar o Calculo Diferencial
e Integral para poder expressar matematicamente suas leis, como é o caso da 22 lei,
gue estabelece a conexdo entre a aceleracdo de uma particula e a forca que produz
seu movimento.

m.a=F

~ Yresultante

No caso unidimensional obtemos
my:Fresu/tante

Utilizando a notagdo mais apropriada de Leibniz, obtemos que

d’y dy
m—,-= tl A
dt? flty dt

Que é uma EDO de 22 ordem facilmente normalizavel.

Definicdo: Uma solucdo de uma EDO de ordem n em um intervalo ]a,b[ da reta é
uma funcao

@:la,bf cR—>R
tal que as derivadas go“‘),kzl,...,n existem em ]a,b| e satisfazem a equacgao
Fit,p,¢,...0")=0 ,Vt €la, b]
Ou a equagao

& =ft,0,¢,...0" ") ,Vtela, bl
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Equacoes diferenciais de 12 ordem

Conforme ja foi observado, uma grande parte de EDO’s pode ser normalizada. Além
disso, os fundadores da teoria; Leibniz, Newton e os irmaos Bernoulli logo perceberam
que a maioria dos métodos de resolucdo por eles criados exigiam que a EDO fosse
normal. Por isso nos restringiremos as EDO’s de 12 ordem normais:

)

Iniciaremos com a subclasse mais simples e profundamente ligada ao resultado central
do Calculo Diferencial e Integral: o Teorema Fundamental do Calculo (TFC).

1.1 EDO Fundamental de 12 ordem

‘y'=_f(X) ,G<X<b‘ (4)

Neste tipo de EDO a “mudanca”, dada por f(x), depende apenas da varidvel
independente.Seu método de resolucdo é uma aplicacdo imediata do TFC, exigindo
que f seja integravel em Ja,b[ .

Fx) = j F(t)dt

é derivavel em la,b[, F'(x)= f(x),Vx €la,ble F(a)=0.

TFC: Seja f:[a,b] — R continua. Seja F uma primitiva de f, entdo
Fix)-Fla)=[ flt)dt ¥xela,bl.

Aplicagao do TFC a EDO Fundamental:

y’:f(x),a<x<b@y(x):y(x0)+jxf(t)dt,Vxe[a,b] (5)

Para qualquer xo fixo em [a,b].

OBS: A EDO (4) possui uma infinidade de solucdes! De fato, para cada valor da
constante y(x,), tem-se que y(x)dado por (5) é uma solugdo.
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Na teoria das Equagdes Diferenciais o problema mais importante &, sem duvida, o
existencial, ou seja, saber quando pelo menos uma solucdo existe antes de se aplicar
qualquer método de resolugcdo. Uma vez obtida a existéncia de solucbes surge o
problema da unicidade da solugao obtida, ou seja, saber se ela é Unica.

No caso da EDO fundamental acima basta particularizarmos a constante y(x,) para

obtermos a unicidade da solugdo. Com isto somos levados, por A. Cauchy, a
montarmos o protétipo de “quase” todo Modelo Matemadtico; um Problema de Valor
Inicial (PVI) ou um Problema de Cauchy:

PVI:{y =f(x),a<x<b 6)

y(xo)zyo

Onde xo foi tomado em [a,b]e y, foi o valor escolhido para constante de integracao

y(x,), neste caso y, é denominado valor inicial.

De modo que, pelo o que foi visto, o PVl acima possui uma Unica solugdo dada por

y(x)=y0+LXf(x)dx ,a<x<b (7)

Definigdo: A solugdo y(x) dada por (7) denomina-se curva integral.

Interpretacgdo grafica:

Exemplo: Resolva o seguinte

y' =sen®x
PVI:
y(r)=1
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Resolver esse PVI é encontrar a Unica primitiva que satisfaz a condicdo inicial dada.

Integrando a EDO obtem-se que

(1—cos 2t) (t senZtT T X sen2x
=1+ ——

X 2 X
x)=| sen“tdt= 7z+J. ——dt =1-Z4+Z_
y)=’ W)+ [ = e A
20
10+
0
10
20
I T T | T T 1 | T T 1 | 1T T 1
50 25 0 25 50

1.2 EDO AuTONOMA

y=fly) a<x<b (g

Sdo EDOQO’s que descrevem mudancas que dependem apenas da varidvel dependente.
Se f(y) ndo se anula em um intervalo ]c,d[ utilizando a notacdo devida a Leibniz
podemos reduzir (8) a uma EDO fundamental. De fato, tem-se que

ﬂ=f(y) ,a<X<b©%=i ,c<y<d (9

dx dy fly)

logo pelo TFC

y 1
x(y)=x(y,)+ yomds
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Para algum yo tomado em ]c,d[. Mas agindo assim nds resolvemos o problema
inverso! O que a EDO (8) esta propondo é que se conheca como y depende de x e ndo
o contrario! Entretanto, como se tem

%=i¢o ,c<y<d

dy fly)

Entdo pelo Teorema da Fungao Inversa existe a inversa da fungao x(y) e sua derivada é
o inverso da derivada de y(x).

OBS: Teorema da Fungao Inversa:

Seja f:la, fl[— Ruma funcdo crescente (ou decrescente) em Ja,f[. Se f for
derivavel em ], Ble f'(x)#0,Vx €la, B ,entdo a fungdo inversa f: f(la, Bl) =la, Al

é derivavel no intervalo f(la, ) e

I (y)=—— vy e fllab
Yo )
dx
De modo que, a solucdo do
dy
PV, E—f(y),a<x<b
f(Xo) =Y

Pode ser obtida através da inversao da solugdo do

dx 1
—=——,c<y<d
PVI:<dy fly)
X(yo):Xo

E vice-versa; a solucdo do problema inverso pode ser obtida através da inversdo do

problema direto.

Exemplo: Seja a EDO

‘y'zky ,—00 < X <00

com k=0.Tem-se que f(y)#0,Vy=0. De modo que, a EDO pode ser reduzida a uma
EDO fundamental em O<y<w ou —owo<y<0. Escolhendo o primeiro intervalo

obtem-se que
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dx 1 v 1
—=—,0<y <o x(y)=x(y,)+| —ds,Vy,€]0,©
& kY (v)=x(yo) I s 95 Vo €10,

Y

Ou seja,
1
x(y) =X(yo)+;(lny—lnyo)

Como a solucdo obtida é inversivel (e é facil obter sua inversa) invertendo obtem-se
que

k(x—xo)
*0) o0 < X <00

y(x)=yl(x,)e

onde x(y,)=Xx,.

OBS: Para aplicacdo desse método é necessdrio que o intervalo de definicdo da
variavel dependente, y(x), ndo contenha pontos onde f{y) se anule. Os pontos y* onde
fly")=0 (os zeros de f) sio denominados pontos criticos ou pontos estaciondrios da

EDO. O PVI associado a uma tal EDO, com condig¢do inicial y(xo)=y#, possui como

solugdo a fungdo constante y =y*denominada solugdo estaciondria ou solugdo de

equilibrio.

1.3 EDO SEPARADA

y'=f()fly) ,a<x<b  (10)

Teorema: Seja fi(x) continua em a<x<b e f>(y) continua e ndo nula em c<y<d. Entdo
existe uma Unica solucdo da EDO (10) passando por cada ponto do retangulo
R:(x,y)€la,b[x]c,d[ .

Prova: primeiro provaremos a unicidade. Supondo que y=¢@(x) satisfaz (10)e a

condigdo inicial ¢(x,)=y,. Entdo, tem-se que

99 ()= £ (0, (o)
dx

ou seja

do(x)
IPX _ £ (x)d
Flobg) I

Integrando ambos os lados entre xo e x obtem-se que
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p(x)=y d¢(77) x
=| f(&)d
L(xﬂ% fpln) J Xof(g) -

De modo que,
F(p(x))—F,(yo) = R(x)—F(x,)  (11)

Entretanto, como F(y) é estritamente mondtona, pois é a primitiva de 1/ £,(y), entdo

é inversivel e podemos obter uma Unica ¢(x)dada por

P(X)=F, TR (y,) +E(X) —Flx,)]  (12)

Entdo, assumindo que (10) possui solugcdo passando pelo ponto (xo, Vo), concluimos
gue essa solucdo é dada por (12) de maneira Unica.

Para provar a existéncia de uma solucdo de (10) passando pelo ponto (xq, Vo), basta
provar que a fungdo ¢(x)dada por (12) satisfaz a EDO (em uma vizinhanga de xp) e

passa pelo ponto (xg, Vo). Derivando (11) em relacdo a x obtem-se que

ak(px) P'(X)=F'(x) ,a<x<b
do(x)
ou seja
! (x)=f,(x) ,a<x<b
AT M
ou seja

99 0= £ (0N EX) a<x<b
dx

Por outro lado, fazendo x=xo em (12) obtem-se que @(x,)=F, [F,(y,)]=V,- <

OBS: Se f,(y)=0 para algum vy=y; entdo pode-se perder a unicidade da solucdo,
dependendo da convergéncia ou ndo da seguinte integral

[ I (13)
Yo f2(77)

Quando y se aproxima de y;. Se a integral converge entdo um numero infinito de
curvas integrais passam através de certos pontos do retdngulo R e elas sdo todas
tangentes a solugdo estacionaria y=y,. Por outro lado, se a integral (13) diverge
quando y —y,” entdo existe sempre uma Unica curva integral passando através de

cada ponto (xo, yo) de R.
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Exemplo: Investigue o comportamento das curvas integrais das seguintes EDO’ s:
, senx , seny , X , y
y = Y= ,y:i/:,)’:i/:-
seny senx y X

1.4 EDO HOMOGENEA

y=f&) ,a<x<b
X

(14)

Definicao: Uma funcao f(x, y) é dita ser homogénea de grau n se

fltx, ty)=t"f(x,y),Vte R

OBS: Se f(x, y) € homogénea de grau zero entdo
flox,ty) = £0,5) 2 £(%)
X X

Definicdo: Uma EDO normal de 12 ordem é homogénea se descreve uma mudanca
dada por uma funcdo homogénea de grau zero, ou seja se pode ser posta na forma
(14).

Método de resolugao: (Leibniz, 1691)
Fazendo a mudanca na EDO obtem-se que

dy_ gz, dz_fla)-z
dx dx ax X

Que é uma EDO separada na variavel z.

1.4 EDO LINEAR DE 12 ORDEM

alx)y' +b(x)y=f(x) ,a<x<b| (15)

As EDQ’ s lineares de 12 ordem constituem a subclasse mais importante de EDO’ s de
12 ordem por dois motivos: aparecem com maior freqliéncia nas aplicacbes e deu
origem a métodos e conceitos que acabaram constituindo uma das teorias mais
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importantes na Matematica (a Teoria dos Operadores Lineares). Em (15) tem-se

a(x) 0,em algum intervalo ]a, b[, aonde se pode colocar a EDO na forma normalizavel

YHpy=q(x) (1

onde PX)=b(x)/ alx),qlx)=c(x)/ a(x) ¢ fato de se ter o termo independente g(x) cria
um impedimento para se aplicar o método desenvolvido para EDO separada.
Entretanto, Leibniz considerou a EDO mais simples, obtida quando se toma p(x)=p
(constante), e observou que o lado esquerdo de (16) se transforma, apds a
multiplicagdo por uma determinada fungdo, na derivada de um produto! De fato, tem-
se que

d X ’ X X ! X
&(ye” )=y'e”™ +pye”™ =(y' + py)e”

Com esta observacgado Leibniz descobriu a existéncia de um multiplicador

.

que torna a EDO (16) integrdvel nesse caso particular.A partir desse fato, Leibniz pode

conjecturar se sempre existiria uma tal multiplicador F(x) 0 que transformasse o

lado esquerdo de (16) , com p(x) arbitrario, na derivada do produto F(x)y(x)? Supondo

gue isto acontece, e multiplicando ambos os lados da EDO (16) pelo multiplicador,
Leibniz foi levado a seguinte equacao

%(u(X)y) — 1Y + ply] = X (x)
ou seja
d
9 )y = x)g(x)
dx (18)

A EDO (18), sendo do tipo fundamental, pode ser integrada. Integrando, obtem-se que

Y0 = —— [ uelalodac +——
4(x) wx (19)

onde C é a constante de integracao. De modo que, se existir um tal multiplicador todas
as solucdes de (16) serdo dadas por (19)!

Por outro lado, para que exista o multiplicador é necessario que
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%(,U(X)y) = u(x)y' + u(x)p(x)y < i’y + py' = py'+ up(xly < u'y = up(xy
< (i~ p(x)u)y =0

onde a possibilidade y = 0 é satisfeita se so6 se g(x)=0. Logo,

du
— = X
™ p(x)

gue é uma EDO separada com H(x) io. Sendo assim

d d
d—’j::p(x)y<:>J.7ﬂ:J.p(x)dx+C<:>ln|y|:Ip(x)dx+C<:>|,u|

_ eIp(x)d)HC

ou seja

|/J(X)| _ CleJ.P(x)de(Cl _ ec > 0) PN ,LI(X) _ iclej.p(X)dX

Como /”(X)é um multiplicador para a EDO podemos tomar

Ip(x)dx

ulx)=e

substituindo em (19) obtem-se que a solugdo geral da EDO é dada por

y(x)= e_I p(x)dxj.eI p(x)dxq(x)dx 4 Ce_I Pl

(20)

Resumo: Método do Fator Integrante;

Dada a EDO Linear ‘a(x)y'+b(x)y=f(x) ,a<x<b’

Sua solugdo geral pode ser obtida através de

1) ponha a EDO naforma ¥ +p(x)y =q(x)

[plx)ax
2) calcule o fator integrante px)=e

3) multiplique a EDO e calcule a integral
[ ttaaax

4) a solucdo geral é dada por

yix) = ﬁ( [ atxigtoian )
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Exemplo: Obtenha a solucdo geral para

ty'+5y =3t

y'+§y:3 ,—0<t<0 ou O<t<oo
1)

2) fator integrante

5
—d
utt)=el’ = ot = ) =t° ,0<t<oo

1 t C
(tsy)'=3t5:>t5y:5t6+C:>y:§+t_5

3)
t
y=—+—5 ,0<t<00
4) soluc3o geral: 2t
Grafico: (C=1)
10°
100+
75
50
25
I:|_||||||||||||||||||||||

0.2 0.4 0.6 0.5 1.0
t

OBS: EDO’ s lineares possuem a propriedade de suas solu¢des serem globais, isto
significa que elas existem onde os coeficientes p(t) e g(t) sdo continuos. Em particular
se p(t) e g(t) forem continuos em toda reta, entdo as solucdes estardo definidas em
toda reta. No exemplo acima as solugdes existem em todo intervalo que ndo contenha
a origem.

OBS: Dado um PVI associado a uma EDO linear de 12 ordem, nds podemos obter sua
solucdo através de uma integracao definida. De fato, dado o

Paulo Marcelo Dias de Magalhdes - UFOP Pagina 12



V- {a(t)y' +b(t)y =c(t),a<t<p
y(to) :yo'to G]O{,ﬂ[

repetimos as mesmas etapas do método obtido, mudando apenas as integracdes
indefinidas por integracdes definidas que incorporardo a condicdo inicial, ou seja
tomaremos

t
p(s)ds

ut)=e™

Multiplicando a EDO por '“(t)e integrando de ty a t obteremos que

ule(e) - ltoie) = ushats)ds

sendo que ,u(to):l. De modo que, a solucdo do PVI sera dada por

1 t
)= [ teteis .

Exemplo: Resolver o seguinte

ty'+5y=3t,0<t<
PVI:{y Y *
y)=0

1.5 EDO de Bernoulli

aldy'+b(Xly =clxly" ,a<x<fB ()

onde a(x),b(x) e c(x) sdo continuas em la, Bl com a(x)z0 em la, Bl e n>0.

OBS:

(i) Se Xy €la, Al o PVI com condicado inicial y(xo)=yo possui uma Unica solucdo.
(ii) Se n=00ou 1, (21) € uma EDO linear de 12 ordem.

(iii) Se n=1, y=0 é uma solugdo de (21) chamada solugdo trivial.

Método de resolugdo: (Leibniz 1696):

III

Colocando (21) na forma “normalizave

y'+p(x)y =q(x)y”
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onde PX)=b(x)/ a(x),q(x)=c(x)/ a(x) ten-_se que a mudanca na variavel dependente

zZ=Yy

reduz (21) a uma EDO linear de 12 ordem. De fato, descartando a solugao trivial
obtemos que

!

y'+p(x)y =q(x)y" = yL +p(x)y " =q(x) =y "Y'+ p(x)z =q(x)

Por outro lado, pela Regra da Cadeia, tem-se que

!

V4
(1-n)

Z=1-ny"y'=y"y =

Substituindo na EDO transformada somos levados a seguinte EDO linear de 12 ordem
Z+{L=np)z=1-njglx) (5

cujo fator integrante é dado por

[a=mpixdx

uix)=e

Multiplicando ambos os lados por p e integrando obtem-se
2(x) = (=00 [ sx)a(x)ex +Co™(x)

Retornando a varidvel dependente original concluimos que

Yo =140 | txdatodee-+ C )

OBS: O expoente na EDO de Bernoulli (21) pode ser generalizado para qualquer valor
real.

Exemplo: Modelo Matematico para o crescimento de peixes
Modelo proposto por von Bertalanffy:

Hipotese: O peso p(t) de cada espécie é regido pela seguinte equagdo obtida
experimentalmente

d,
2P B —yp
dt (vB)

a qual estabelece que o aumento do peso de um peixe é proporcional a drea de sua
superficie.
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Notacdo:

. B é a constante de anabolismo, representando a taxa de crescimento de massa por
unidade de superficie.

. Y € a constante de catabolismo, representando a taxa de diminuicdo da massa por
unidade de superficie.

A EDO (vB) é de Bernoulli com n=2/3. De fato, tem-se que

%Wﬁhﬁpm
Resolucdo: Fazendo a mudanca
7 :pl—2/3 — p1/3
obtem-se a EDO linear
Z+1z=2

De modo que,

(y/3)dt
u(t)= eI PRI _ lr/3t

Multiplicando ambos os lados da EDO por u e integrando obtem-se que

7 e o I 7
B o3 3 ,_Lp3 -y
—(ez)=5e® e’ z="e® +C=>z="+Ce

dt v

—(r/3)t

retornando a varidvel dependente original conclui-se que
plt)= (2P L+ C5e Y

Condicdo inicial: na pratica quando t=0 o valor de p é desprezivel. Isso se traduz
matematicamente como sendo p(0)=0. Com essa condicdo inicial se obtém que

_(B)3 3 __B
0—(7) (1+C%) :>C——7

Portanto,

p(t)=(£)1—e ") ,0<t<oo

esta é a “Lei de Von Bertalanffy” para o crescimento da massa de um peixe.
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1.6 EDO de Riccati

o)y’ =blx)+clly +d(X)y* (53

onde a(x), b(x),c(x),d(x) sdo continuas em 6¥<X<ﬁcom a(x);tO.
OBS: Se b = 0 entdo (23) é de Bernoulli com n =2.

Método de resolugao: (+1724). Colocando na forma normal

y' =px)+q(x)y +r(x)y’

onde PX)=b(x)/alx),q(x)=clx)/alx),r(x)=d(x)/ alX) tom_ge que no caso particular

em que p,q,r sdo constantes a EDO se reduz a
y'=rly=nly—r) (g

onde ry , r, sdo raizes da equacdo do 22 grau dada pelo direito de (24). Neste caso, a
EDO é autébnoma sendo que sua solu¢do é dada por

d
| —;
p+qy+ry

Quando p,q,r ndo sdo constantes o caso é muito mais complicado e a Unica técnica que
se conhece é parcial no sentido de que para se resolver (23) precisamos conhecer de
antemdo uma solugdo particular y,(x) de (23) para podermos obter a “solugdo
geral”.Neste caso, a solucdo geral sera dada por

yix) =y, () + ——
V(X) (25)

De fato, substituindo (25) em (23) obtem-se que

o R e R
—| Y, t=|=pX)+alx)| y, +=|+r|y,+— | =
dx v v v

d
Yo LA v aialy, +a0 =+ ey + 20072 4 =
dx v°dx v v v

1 dv

—— = q(x)l + 2r(x)y—" + r(x)i2 = av +[q(x)+2r(x)y, v =—r(x)
v dx v v v dx

gue é uma EDO linear de 12 ordem em v com fator integrante

[tatx2r(x)y, (xlax
=e

w(x)

De modo que, multiplicando a EDO por p e integrando obtem-se que
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4(x)
C+ jr(x) L(x)dx

y(x)=y,(x)—

1.7 EDO Exata

M(x,y)+N(x,y)y' =0 (26)

De todas as EDO’ s de 12 ordem as mais simples de se resolver sdao, sem duvida, as da
forma

d
—®d(x,y)=0
™ (x,y)

(27)

Sua solucdo é dada por
D(x,y)=C

onde algumas vezes é possivel explicitar y como fun¢do de x. De modo que é muito
importante sabermos quando uma EDO de 12 ordem pode ser colocada na forma (27).
Por outro lado, pela Regra da Cadeia, sabemos que

d

0 0 d
—O(x,y)=—D(x,y) + —CD(x,y)—y
Ox oy

ax dx (28)

Portanto, uma primeira condicdo é que a EDO seja da forma

M(x,y)+N(x, y)ﬂ =0
dx (29)

Comparando (28) com (29) concluimos que uma segunda condicdo é que se tenha

2CI)(x,y) =M(x,y) e QCD(X,y) =N(x,y)
ox oy (30)

Com isso somos levados a seguinte

Definicao: Dada uma EDO da forma (29) diz-se que ela é do tipo exata se existe uma
funcdo d(x, y) satisfazendo (30).

O seguinte resultado nos da as condices (necessarias e suficientes) para que uma EDO
seja exata.
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Teorema: (Condicdo de Euler)

Hipdteses: M(x, y), N(x, y) continuas com derivadas parciais M, e N, continuas em uma
regidao Q) simplesmente conexa do plano (um retangulo, um disco, etc.).

Tese: Existe uma funcio P:Q—>Ria| que

2 dix,y) =Mix,y) e §®(x,y) — NG y) LM,y = Nix,y)
y oy ox

para todo XV €Q

D(x,y)

Prova: (=): Supondo que existe possuindo derivadas parciais de segunda

ordem continuas satisfazendo (30), entdo

2 2
0, &0 _dv_0

oy B Oyox B oxoy T ox

(<): Seja a funcao
h=N(x,y)~ [M, (x,y)dx

Tem-se que

6h ON O oM ON oM

A AL

— —dx=
ox Ox Ox9 oy ox oy

Logo h=h(y), isto é h ndo depende de x. Entdo, definindo a fungao
(x,y) = [M(x, ) + [ hiy)ay

obtem-se que

8<D8

™ J M(x,y)dx +0=MI(x,y)

a® ajmumm+—jmmw y—Mumm+m) N(x,y)
N

Coroldrio: A solucdo geral de (29) é dada por

D(x,y)=C
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onde

D(x,y)= IM(x,y)dx + I(N(x,y) - IMV (x,y)dx)dy

Exemplo: Obtenha a solugdo geral da EDO
3t’y* +4t°y°y' =0
Tem-se que

M (t,y)=12ty°

M(t,y)=3ty* N(t,y) =4t’y> =
N, (t,y)=12t%y

=M, =N,,V(t,y)eR’

Entdo existe @(t, y) tal que

oD

—=3ty* (1
ot y' (1)
D sy )
oy

Integrando (1) em relacdo a t, obtem-se que
Ot,y)= [3y'dt+hy) =ty +hly)  (3)

Por outro lado, derivando (3) em relacdo a y e utilizando (2) obtem-se que
at’y’ =4t’y* +h'(y) = h'(y)=0=h=C
Retornando a (3) conclui-se que
D(t,y)=ty* +C

Portanto a solucao geral é dada por

1.7.1 Fator integrante

Mesmo quando uma EDO ndo é exata, algumas vezes é possivel torna-la exata através
de um multiplicador p(x, y) que faz com que a EDO multiplicada

1Y) (M(x,y)+N(x,yly')=0  (31)
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seja exata. O caso importante é quando se tem p#0. Neste caso, as solugdes de (29) e
(31) sao as mesmas. Agora, pela condicdo de Euler, (31) é exata se s6 se

0 0
a_y(ﬂ(X’y)M(X’y)) —a(ﬂ(x;y)/v(xry))

ou seja

6_M+M8_,u+ 8_N+N6‘_,u

32
ﬂ@y oy ”ax OX (82)

OBS: A EDP (32) estabelece uma condigdo necessaria e suficiente para que p(x, y) seja
um fator integrante para a EDO (29). Infelizmente ndo existe uma regra geral para se
obter um fator integrante para uma determinada EDO.

As duas situacGes mais importantes, nas quais se podem obter fatores integrantes
simples, ocorrem quando se tem que p(x, y) € uma fungdo apenas de uma das
variaveis.

Caso 1: u(x, y)=p(x);
Neste caso (32) se torna

M, —N
aM 8N+Nd_ﬂ:>ld_ﬂ:—y ad
8y ax dx  pudx N (33)

Na verdade o que nos indica se estamos nesse caso é o quociente do lado direito de

(33). Se (M,-N,)/N for uma fungdo apenas de x entdo existird um multiplicador F==(x).

De fato, neste caso integrando (33) obtemos que

log( )—J(M -N))

ou seja

j (M, —N, )/N dx

ulx)=e

Caso 2: pu(x, y)=p(y);

Neste caso, (32) se torna
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Analogamente, o que nos indica a pertinéncia a esse caso € o lado direito de (34), se o
quociente (Ny - M,)/M for uma fungdo apenas de y entdo existird um multiplicador

u=p(y) dado por

j(NX—My)/M dy

uly)=e
Exemplo: Resolver

xy+x*+1+xy' =0

Tem-se que
2 2 My=
M(x,y)=xy+x"+1,N(x,y)=x"= =M #N,
N, =2x Y
Mas
I\/Iy—NX 1
N - X
Logo,
d 1 » L d 1
_ﬂ:_—,u:>,u(x)=ejx =x=>—(xu)=0=> u(x)==
dx X dx X

Com isso, obtem-se que
! 1 !
U[M+Ny'|=y+x+=+xy'=0
X
é exata. Entdo, existe @(x, y) tal que

2
82=y+x+1:>CD(x,y):j(y+x+1)dx:yx+X—+In|x|+h(y)
[0 X X 2

oD
— =X
oy

De modo que,

X:N=a£=x+@:>@:02>hEC
oy dy dy

Assim, a solugdo geral é dada por

2
xy+X?+In|x|:C
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1.8 Método das Isdclinas

Dada uma EDO normal de 12 ordem

-

Tem-se que (35) estabelece um campo de dire¢des (inclinagdes) no plano. Resolver
(35) pode ser interpretado como obter todas as curvas (curvas integrais) cuja tangente
em cada ponto é dada por f (x, y).

Definigdo: O lugar geométrico dos pontos do plano onde cada reta tangente a curva
integral preserva uma dire¢ao constante é denominado curva iséclina.

OBS: Obtém-se as curvas isoclinas fazendo

fxy)=k ,keR

A obtencdo das curvas integrais, ou seja, dos graficos das solugdes de (35), pode se
tornar impraticavel devido ao fato de que muito poucas EDQO’s normais possuem
algum método de resolucdo! Entretanto, com as curvas iséclinas e uma analise do sinal

"

de y’, pode-se obter uma “informacao qualitativa “ sobre as curvas integrais. Esta

abordagem é o que se chama Método das Iséclinas. E um método geométrico!

Exemplo: Determinar o campo de dire¢des criado pela EDO

’ 2

y=y—-x

Isoclinas:

fix,y)=coy-x*=ce|ly=x"+c ,VceR

Andlise do sinal de y’:

y>0c>0sy>x°
y=0cc=0=y=x*

Yy <0 c<0ey<x?

Andlise gréfica:
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"

OBS: Dada a EDO normal
y' =f(x,y)

A isdclina f(x,y)=0 fornece as curvas onde podem estar situados os pontos de maximo e
minimo das curvas integrais. O lugar geométrico dos pontos de inflexdo sdo obtidos
impondo-se que y”’=0, o que s6 pode ser feito caso f seja derivavel em relagcdo em
relacdo a x e y. Neste caso, obtém-se pela regra da cadeia que

Al
ox Oydx Ox

+ foonZ
oy

OBS: No caso particular das EDO’s autébnomas, o método de Leibniz excluia os
possiveis zeros da “mudanca” f(y). Com o método das isdclinas é possivel perceber o
papel estrutural que esses zeros possuem na representacdo da dinamica gerada pela
respectiva EDO autdénoma. De fato, seja y* um tal zero de f{y), ou seja f(y*)=0. Tem-se
que a fungdo constante; y(x)=y* é uma solucdo inatingivel pelo método de Leibniz!
Essas solugdes passaram a ser chamadas solug¢des de equilibrio e os respectivos zeros
passaram a ser chamados pontos de equilibrio ou pontos criticos. Dada uma EDO
auténoma que possua um ponto critico y*, tem-se que o

y'=flyla<x<b

PVI: Y
y(xo)=y

Possui como solugio y(x)=y" .
Exercicio: Fazer um estudo qualitativo das solugdes da familia de EDO’s
y' =ay+by® ,a,beR

Considerando as seguintes possibilidades;
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(1) ab > 0. (2) ab< 0.
1.9 Teorema de Existéncia e Unicidade para um PVI

Dado um PVI para uma EDO normal de 12 ordem, existe um teorema conhecido como
método das aproximacgdes sucessivas ou método iterativo de Picard, que nos informa
sobre a existéncia e unicidade da solu¢dao de um PVI mesmo que nao sejamos capazes
de obté-la explicitamente.

Teorema de Existéncia e Unicidade: (Picard)

Dado o

PVI:{yEf(x,y)
y(xo):yo

Se as seguintes hipdteses sdo satisfeitas

) f(x,y) é continua no retangulo R:|x —x,| < a.|y —y,| < B

(H1

of

—(x,y) é continuaemR
(H2) Y

Ent3o definindo

_ _minfey B
M_(rxr?yz;\g{|f(x,y)|} e 5—m|n{a,M}

Tem-se que a sequéncia de fungdes
@, X, =0, %, + o[> R: x> ¢, (x)

obtidas através do seguinte processo iterativo
2o =T, =yo + | f(s,0,(s)ds 0, =,

Converge uniformemente para uma fun¢do ¢(x) que é a dnica solugéo local do PVI.

Exemplo: Seja o

r_ , R
PVI. {y Woaxe
y(0)=1

Como f(x,y) = xy satisfaz as hipdteses do TEU em qualquer vizinhanca (retangulo) do
ponto (0,1), entdo podemos aplicar o método recursivo de Picard para obtermos a
seguinte sequéncia de funcgodes;

Paulo Marcelo Dias de Magalhdes - UFOP Pagina 24



ra(¥) =1+ [ s, (s)ds g, =1

Tem-se que

2

x X
¢1(X):T§00(X)=l+'|‘o sd5:l+?
X 52 X2 X4
=T (x) =1+ s@Q+=)ds=1+"—+—
?,(X)=Te,(x) J’O ( 2) .

x ¢ s x> x* Xt
X)=Te,(x)=1+| sQl+—+—)ds=1+—+—+
?:X)1=Te, ) Jo ( 2 2.4) 2 24 246

De modo que,

X
X)=14+—+---+
P =t T

Logo,

(X2 /2) :exz/z
|

plx)=lim g, ()=

Portanto, a solucdo do PVI é dada por
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