1. INTRODUCAO

Porque estudar as Equagdes Diferenciais Parciais? Simplesmente porque a maioria dos
“fenbmenos fisicos” que ocorrem na natureza sdo descritos por equacées diferenciais parciais,
como por exemplo: a dinamica dos fluidos, o eletromagnetismo, a deformacdo dos materiais
eldsticos, a difusdo de neutrons, a difusdo de calor, as vibragbes em meios elasticos, a dinamica
populacional, a propagacdo de virus, a dindmica genética, modelos econdmicos, a transmissao do
estimulo nervoso através do axénio e, mais recentemente, as rea¢des quimicas que ocorrem na
superficie do DNA. Isto para citar apenas alguns exemplos.

Exemplos:

u, = OlZUXX , (equacgdo do calor unidimensional)
u =a’(u, + Uy, ) , (equagdo do calor bidimensional)

2
u, =C

u,, , (equagdo da onda unidimensional)
u, = Otzuxx + ,82ut + 7/2u , (equacdo do telégrafo)
Uy +Uy, +U, = 0, (equacdo de Laplace tridimensional, teoria do potencial)

U, = kzuxXXX , (equacdo da viga engastada)

u, — (o + ﬂJ.|uX|2 dx)u,, =0, (equagdo de Pohozaev; vibragdes transversais de uma viga)
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u, —Uu, +senu=0, (equagdo de Sine-Gordon; ética ndo-linear)

u, =u, + e_E/u (1—u), (equagdo da combust3o)

u, +uu, = ,uzuxx , (equacdo de Burger para o fluido compressivel viscoso)

u, +uu, +u,, =0, (equagdo de Korteweg-deVries para as ondas de agua-rasa)
u, =(U"u,),;n>1, (equagdo da percolagdo)

iu, =-Uu,,, (equacdo de Shrédinger para o elétron livre)

Sistema de FitzHugh-Nagumo para o potencial de acdo do neurdnio:

u, =u, —ull-u)@a—-u)+v
Vv, =bu—cv

Sistema de I. Segal para a interacdo entre dois campos escalares relativisticos

U, —AUu+m2u+y22u=0
{ ! 15T , (x,1) e R*xR.

2 2,2, _
Vy —AV+MmyV +y,u’v =0

Definicao: Uma equacdo diferencial parcial (EDP) de ordem m é uma igualdade envolvendo uma
funcdo de n varidveis (N > 2) e suas respectivas derivadas parciais de até ordem m (m >1), ou seja
é uma igualdade do tipo

2 2 m
F(xl,...,xn,u,a—u, ou o°u ou o"u

— ) =0
ox, o, ox2 oxox, X

onde U =U(X,,...,X,) e Féuma fungdo qualquer.

OBS: Se F atuar linearmente na varidvel dependente e em suas derivadas entdo a EDP pode ser
considerada como um operador linear atuando em algum espaco vetorial funcional.
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Como resolver as EDP’s? Esta é uma pergunta profunda, pois no caso das EDP’s nao lineares
cada EDP exige uma técnica especial. De um modo geral, o método mais utilizado consiste em
transformar a EDP em duas ou vdrias EDO’s. As técnicas mais empregadas sdo as seguintes:

Separagao de variaveis: esta técnica reduz uma EDP com n varidveis independentes a n EDO’s.

Transformadas integrais: esta técnica reduz uma EDP com n varidveis a uma EDP com (n-1)
varaveis.

Mudangas de coordenadas: esta técnica transforma a EDP em uma EDP mais simples ou mesmo
em uma EDO, através de uma mudanca das vardveis independentes.

Transformagdo da variavel dependente: esta técnica transforma a variavel dependente em uma
outra na qual a EDP é mais facil de se resolver.

Métodos numéricos: sdo métodos que reduzem uma EDP a um sistema de equac¢des de diferencas
qgue podem ser resolvidas através de técnicas recursivas via computador. Em muitos casos, esta é
a Unica técnica. Além de discretizacdo de uma EDP existem os que tentam aproximar as solucées
por superficies polinomiais (spline approximations).

Métodos perturbativos: esses métodos transformam uma EDP ndo-linear em uma seqiiéncia de
EDP’s lineares que aproximam a equagdo original.

Técnicas impulso-resposta: esta técnica decompde as condi¢Ges iniciais e de fronteira do
problema em impulsos simples e acha a resposta para cada impulso. A solugdo completa é obtida
por adi¢dao das respostas parciais.

Equagles integrais: esta técnica transforma a EDP em uma equacdo integral. As equacles
integrais possuem suas préprias técnicas de resolugao.

Métodos variacionais: sdo métodos que reformulam o problema de obtencdo da solucdo em um
problema de minimizagao de certos funcionais, sendo a solucdo dada pela funcdo minimizante.

Classificagao das EDP’s: a importancia de se classificar as EDP’s reside no fato de que cada classe
possui suas préprias técnicas de resolugdo. As seis classificagdes bdsicas sdo as seguintes:

1°) Ordem: a ordem de uma EDP é a ordem da derivada mais alta que nela aparece.
U, =a2uxx , (segunda ordem)
u, +uu, =0, (primeira ordem)

u, =u,, +Cosu, (terceira ordem)

Paulo Marcelo Dias de Magalhdes | UFOP ]



u, =k’u, , (Quarta ordem)
2°)Numero de variaveis independentes:
u, =a’u

(2 variaveis independentes; x e t )

XX’
U, =u, +u,, (3 variaveis independentes; x, y e t)
U, =U, +U, +U, ,(4varidveis independentes; x, y, zet)

3%)Homogeneidade: se na EDP n3o aparece uma funcdo (apenas das varidveis independentes)
isolada, a equacdo é dita homogénea. Caso contrario é ndo homogénea.

4°)Coeficientes: uma EDP pode apresentar coeficientes constantes ou dependentes das varidveis
de F.

u, +(senu)u, +e"u, =0, (coeficientes varidveis)
U, =u, +—U, +—U,, , (coeficientes varidveis)
r r

Uy =U,, +U,, , (coeficientes constantes)

5%)Linearidade: uma EDP é dita linear se atua linearmente sobre a varidvel dependente e suas
derivadas . Usualmente se classificam apenas as EDP’s lineares de segunda ordem. A forma geral
de tal EDP é dada por

Zau(x) +Zb (x)—+c(x)u d(x)| (*)

i,j=1 j

onde X:(Xl,...,Xn)ngR”, e eventualmente pode se ter X, =1 quando se tratar de

fendbmenos que evoluem no tempo. A parte principal de uma EDP é a parte da equac¢do que
contém os termos com derivadas de maior ordem. Por exemplo, a parte principal de (*) é dada por

n ou
a  (X)——
2.2, )axiaxj

i,j=1
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Uma classificacdo mais geral, quanto a linearidade, para EDP’s de 2% ordem pode ser dada do

seguinte modo: seja a EDP

F(xu,u;,u;)=0,i, j=1..,n

2
onde X:(Xll""xn)’ui = a_u ’uij = o°u
., . OX;OX .

dada por

Au+N(@Uu)=0 (*¥)
onde Au= Zai,jui,j é a parte principal. Neste caso, tem-se que
(**) é quase-linear se a; ; =a; ;(X,u,U;) , N(U) =N(x,u,u;).
(**) é semi-linear se &; ; =@, ; (X) , N(u) =N(x,u,u;).

(**) é linear se @, ; =a; ; (X) , N(u) =b; (X)u; +c(x)u+d(x).

Restringindo-se a subfamilia

OBS: Quando ndo acontece nenhum dos casos acima diz-se que a EDP é ndo-linear.

Exemplos:
u, +uu, — ., =0, (semi-linear)
U, —Uu, +senu=0, (semi-linear)

u, — (o + ,BJ'|UX|2dX)uXX =0, (quase-linear)

u, —(u,)* +e"'u=0, (ndo-linear)

67) Arquétipos Fundamentais da Fisica-Matematica: essa classificacdo é originaria da classificacdo

das cdnicas realizada na geometria analitica, por isso se aplica apenas as EDP’s lineares de 2°

ordem com duas varidveis independentes, ou seja as equagdes do tipo
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Au,, +Bu,, +Cu, +Du, +Eu, + Fu=G| (L)

onde A,B,C,D,E,F e G sdo fungbes de das varidveis independentes X, = X, X, = Y.

Definicao: Uma EDP do tipo (L) é
(i) eliptica em (X,,Y,) se d(X,,Y,)=B*(Xy, Ys) —4A(X,, Yo )C(X,, Y,) <0.
(ii) parabdlica em (X,,Y,) se d(X,,Y,)=0.

(i) hiperbdlica em (X,,Y,) se d(X,,Y,)>0.

Aplicacoes:

(i) equacgdes elipticas descrevem fen6menos em regime permanente (steady-state).
(ii) equagodes parabdlicas descrevem fendmenos difusivos.

(iii) equacgoes hiperbdlicas descrevem fenémenos ondulatérios.

Exemplos: (arquétipos Candnicos)

u, :azuxx = A=a*,B=C=0=d =0, (parabdlica)
Uy :CZUxx = A=c?B=0,C=-1=d =4c? >0, (hiperbdlica)

Uy +U, =0=>A=C=1LB=0=d=-4<0, (eliptica)

OBS: Em geral d pode depender das varidveis independentes, de modo que uma mesma EDP pode
mudar de arquétipo em diferentes regides do seu dominio. Por exemplo, a equagao de Tricomi da
dindmica dos gases
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eliptica,sey >0
YU, +U, =0=d(x,y)=-4y =1 parabolica,se y =0
hiperbdlica,se y <0

Cada um dos trés arquétipos fundamentais possui uma (ou duas) forma canénica que sempre
pode ser obtida através de uma mudanca das coordenadas. Os representantes canénicos sao 0s
seguintes

(i) Arquétipo eliptico

Uy +U,, =®(X,y,u,u,,u,)
(ii) Arquétipo parabdlico

u, =d(x,y,u,u,,u,)
(iii) Arquétipo hiperbdlico

Uy — Uy, =D(X,y,U,u,,u,)

ou
u, =¥(xy,uu,u,)

OBS: Onde @, ¥ s3o lineares em u e suas derivadas.
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1.1 A FORMA CANONICA PARA A EDP LINEAR DE 2* ORDEM DO TIPO HIPERBOLICO:

Dada a EDP

Au, +Bu, +Cu, +Du, +Eu +Fu=G

com B? —4AC > 0, o objetivo é achar uma mudanca das variaveis inde

(1)

pendentes que reduza (1)

a uma das duas formas candnicas. Para isso, tomamos uma mudanca arbitraria

E=4(x%y) e n=n(xy)

Vejamos quais condigdes & €7 devem satisfazer para atender o objetivo acima. Utilizando a regra

da cadeia, computemos as seguintes derivadas

U, =U.8, +U,7,

Uy, =U:gy +U,7,

Uy = U EX +2U, &, + U, 175 + UL +U, 77,

Uy =Ug& &, +U, Sy + &, m,) +U,,mm, +USyy +U, 17,

_ 2 2
uyy - uéééy +2u§n§y77y +urm77y +u59gyy +ur777yy

OBS: Usou-se o lema de Schwarz

005 o o oo
oy ox  oyox ooy ox oy’

Substituindo em (1), obtém-se que
Au, +Bu,, +Cu, +Du, +Eu, +Fu=G

onde
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A=A +BEE, +CE)

B =2A& 7, +B(&m, +&,m,) +2CE
C=Ap’+ B, +C77§

D =A¢, +BE, +CE, + D&, +EE,
E=Ap, + Bn,, +Cn, +Dn, +En,

entdose A =C =0, obteremos a forma canénica desejada. Para isso, tem-se que ter

A&l +BEE, +CEL =0
A77f(Z + B77X7]y +C77§ =0

Podemos supor que &, €77, #0 (ou que &, en, #0), pois queremos uma mudanga com novas

varidveis funcionalmente independentes (ou seja, A(&,77)/ (X, y) # 0), e obter que

A(gx /gy)2 + B(éx lfy)‘FC =0
A(n,In,)* +B(n,In,)+C=0

de modo que

B++/d

ENE =— TR

onde d = B2 —4AC. Para que tenhamos duas novas variaveis distintas tomamos
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l1E, = In, =
éx fy 2A 77)( y 2A
ou
B d -B++/d
[E, = e In, =
& MéE, A nyin, A

As equacles acima sdo chamadas equagbes caracteristicas. Portanto, o problema se reduziu a
acharmos duas fungdes £(X,Y)en(X, y)tais que as derivadas parciais satisfagam as respectivas

equacoes caracteristicas. Para isso, olhamos para as curvas de nivel dessas fungoes, isto é para as
curvas (curvas caracteristicas) dadas pelas equacgdes

E(x,y)=Cte. , n(x,y)=_Cte.

As diferenciais totais dessas curvas atendem as equacdes
dé=¢dx+&,dy=0 e dp=ndx+ndy=0 (2)

o que implica em

&_ &, n
dx g, dx n,

e integrando (2), obtém-se que

(%, Y) = [&,(x y)dx+ [ &, (x, y)dy = Cte.
n(x,y) = I 17, (X, y)dx + j 1, (X, y)dy = Cte.

ou seja, a mudanca de variaveis desejada é dada pelas prdprias curvas caracteristicas !
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Exemplo: Reduzir a forma canénica a EDP
y?U, —x°u,, =0.

Tem-se que
d =B? —4AC =4x*y? >0,Vx,y #0.

De modo que, a equacao é hiperbdlica exceto nos eixos coordenados onde se degenera. As curvas
caracteristicas sdo dadas por

dy_B-Vd _ x , dy_B+Vd _x
dx 2A y dx 2A

<

Lembre-se que essas equacdes sdo conseqiiéncia de se impor A=C =0. Integrando as duas
EDQ’s acima, que sdo do tipo varidveis separadas, obtém-se

y?+x>=C, e y*-x*=C,.
De modo que, as novas variaveis independentes &£, 7 sdo dadas por
Sxy)=y*+x° e n(xy)=y* -x".

Isto é, quando C,,C,variam em R as curvas de nivel de & e 77 descrevem hipérboles e circulos no

plano. Com as novas variaveis obtemos que

Sx =2X Gy =2Y,6, = 2,6, =0, =2
e ==2X,11y = 2Y,70 ==2,71,, = 0,77, =2

logo
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I
o

2AE,n, + B(§X77y + fynx) + 2C§y77y = —16x7y?>

Ol O W >
I
o

A&, +BE, +CE +DE +EE, =2(y* —x%)
= An, +Bn,, +Cn, +Dn, +En, =-2(y* +x?)

m

Substituindo na EDP transformada
Au§§ + Bu§,7 +Cu,7,7 + Dué + Eu,] +Fu=G
obtém-se que

= XU+ (Y,

én 8X2y2

Finalmente, colocando X,y em fungdo de &, 77, obtém-se a seguinte forma candnica

Ugy = 298_ N Un 277_ 2y Ue -
27 -n") © A& -n7)
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1.2 A FORMA CANONICA PARA A EDP LINEAR DE 2* ORDEM DO TIPO PARABOLICO:

Dada a EDP

Au, +Bu,+Cu, +Du, +Eu, +Fu=G (1)

com B?2—4AC =0. O objetivo é achar uma mudanca das varidveis independentes que (1) a
forma candnica do arquétipo parabdlico. Para isso, procuramos uma mudanca de coordenadas

E=E4(xy) e n=n(xy)

tal que (1) nas novas coordenadas (£,77) seja da forma

‘u,m =<D(§,77,u,u§,u,7)‘
De modo que, em
Au, +Bu, +Cu,, +Du,+Eu,+Fu=G (2
tenhamos A =B =0.De A =0, obtém-se que
& 1é, =-BI2A

e portanto a equacgao caracteristica é dada por

dy B

dx  2A°

Integrando a equac3o acima se obtém a curva caracteristica £(X, Y). Agora, como B =42/ AC,

entao

B =2A&,n, +2JAC (&1, +&,m,) +2CE 1,
= 2(VAz, + VT, An, +Cn,))]

Por outro lado, como

& B JC
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entdo B =0. Logo, para tal & tem-se que A=B =0, independentemente de 77, a qual pode

ser tomada como sendo a prépria varidvel y.

Exemplo: Reduzir a forma canénica a EDP
U, +2u, +u, =0
Tem-se que A=C =1,B=2.Entdo, B’ —4AC =0, donde a EDP é parabdlica.

12 etapa: obtencdo da equacdo caracteristica. Tem-se que

dy_ o B

dx &, 2A

Integrando, obtém-se a mudanca de coordenadas &(X, Y) que anula A:

E(xy) = [dy - Jdx=y-x
Para a mudanca de coordenadas 77(X, ) tomamos

n(xy)=y.

22 etapa: obtengdo da EDP nas novas variaveis. Tem-se que

éx =_1"§y :17§xx =§xy zgyy =0
n=0n,=Ln,=n,=n,=0

Substituindo obtém-se
A=B=0C=1,D=E=F=G=0.

Portanto, a forma candnica é dada por

Observe que esta equacgdo pode ser resolvida facilmente, basta integrar duas vezes em relagdo a
1. A primeira integragao fornece

u,(S,m) = (S)
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onde f é uma funcdo arbitraria. A segunda integracdo nos leva a

u(S,m) =7t (&) +9(S)

onde g é uma fungao arbitraria. De modo que, voltando as variaveis iniciais obtém-se que

u(x,y) =yf(y—=x)+g(y—x)

é solucdo da EDP para qualquer par de funcdes f e g duas vezes diferenciavel. Portanto, existe uma
infinidade (ndo enumerdvel) de solucdes. Por exemplo,

u(x,y)=ycosh(y —x)+e”’™

€ uma possivel solugao para a EDP.

1.3 FORMA CANONICA PARA A EDP LINEAR DE 22 ORDEM DO TIPO ELiPTICO:

Dada a EDP

Au, +Bu, +Cu, +Du, +Eu, +Fu=G| (1)

com B? —4AC <0, queremos uma mudanca de coordenadas
&=4(xy) e n=n(xy)

tal que (1) nas novas coordenadas seja da forma

U, +u,, =@(&nu,u.U,)
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Para isso, é necessario que na equacao transformada
Au, +Bu,, +Cu, +Du, +Eu, +Fu=G (2)

se tenha K, C#0e B=0.Neste caso, como se tem d < 0, n3o existiram curvas caracteristicas
reais. Por isso, teremos que realizar duas mudancas de coordenadas para obtermos a forma
canbnica desejada. Na primeira repetimos formalmente o que foi feito no caso hiperbdlico
obtendo com isso a “forma hiperbdlica complexa” através de uma mudanca de coordenadas
complexa conjugada a(X,Y), (X, Y) que sdo dadas pelas raizes das equagdes caracteristicas. Na
Segunda mudanca reduzimos a forma hiperbdlica complexa obtida a forma canénica desejada
através da mudanca de coordenadas reais dada por

_a+p a—-pf

=22 3
2 & 1Ty )

4

Esse procedimento formal pode ser justificado sem dificuldades se as funcdes A,B,C puderem ser
estendidas analiticamente a uma regido do plano complexo contendo o dominio onde a EDP atua.
Quando tal extensdo nao é possivel a reducdo se torna muito complicada.

1° mudanga: reducio a forma hiperbdlica complexa

u,s =¥(a B,u,u,,uy)

Sejam a(X, Y), f(X, y) tais que

&=—8+\/E B, :—B—JH

o 2A B, 2A

y

Resolvendo as equagdes caracteristicas acima obtém-se as curvas caracteristicas complexas que
reduzem a EDP a forma hiperbdlica complexa.

2° mudancga: reducdo a forma eliptica real

Ug +u,, =®(&,nu,u.,U,)
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Para isso obtemos a mudanca definitiva & = &(a, £),n7 = n(a, [), dada por (3), a qual reduzird a
forma hiperbdlica complexa a forma eliptica real acima.

Exemplo: Reduzir a forma canénica a EDP
y2u +xu, =0
xx yy :

Tem-se que d = —4x°y® < 0,VX, y # 0. De modo que, a EDP é do tipo eliptico.

1* mudanga: reducdo a forma hiperbdlica complexa.

Equacgdes caracteristicas

d_y__ﬂ__\/—4x2y2 X
2

——V:a(x,y)zjydyﬂjxdx

dx a, 2y

dy p —\=4x°y?ix .
L= Ex—_ ¥ 7 = B(xy)=|ydy—il| xdx
o) 2y ;= A [yay-if

Curvas caracteristicas

a(x,y) =y? +ix’
Bxy) =y —ix?

logo,

a, :2ix,05y =2Y,a,, :2i,05Xy :O,ayy =2

ﬂx =—2iX,ﬂy =2y’ﬂxx =_2i’ﬁxy =O’ﬁyy =2

De modo que,

A =—-4x*y? +4x%y* =0

B =8x%y? +8x%y? =16x°y?
C =—4x’y? +4x’y* =0

D =2iy? + 2x°

E =-2iy? +2x*
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OBS: De (*) obtém-se que

Entao,

_ =Pt h) 5 g E = zia
: , : .

o

A=C =0,
Substituindo em (2), obtém-se a forma hiperbdlica complexa da EDP
4 2 2i =0
T(a—ﬂ)(a+ﬂ)uaﬁ+ ipu,-2icu, =

ou seja

Usp = 2ﬂ 2y Yo — za 2\ YUp
2(a” - B%) 2(a” - B%)

2° mudanga: forma eliptica real.

Curvas caracteristicas

o+ ao—
Ea =2 o nap=2L
2 2i
Donde
1 1
go’:E'(’gﬁZE’ wa =Sap =Spp =0
1 1
na:E’nﬁ:_E’naa:naﬂ:nﬁﬂzo

De modo que, a forma eliptica real serd dada por

bl

u§§+Bu§U+Cu +Du§+Eu +Fu=G (4)

onde
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A=A¢+BEE, +CE)

B =2A¢&,n, +B(E,n, +&E,m,)+2CEm,
C =An,’+Bnn,+Cn,’

D=A¢, +BE,+CE+DE, +EE,
E:Knaa+8_naﬁ+c_:nﬁﬁ+5na +En,
ou seja

[EY
|-

,E= -1 1

B=0D=— "= - =
Ma+p) 8 4ifa—-p) 8n

=E=

> ||
N
I

Substituindo em (4), obtém-se

ou seja
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