2. A Equacao do Calor

2.1 Problemas Difusivos: deduc¢do da equagdo do calor.

Consideremos uma barra finita, de comprimento /, feita de material homogéneo condutor de
calor (por ex. cobre), cuja secdo transversal possui area S. Suponhamos que a superficie lateral da
barra encontra-se termicamente isolada e que a barra é suficientemente fina, de modo que a
Unica possibilidade de transferéncia de calor com o meio ambiente ocorre nas extremidades da
barra. A homogeneidade do material e o isolamento térmico implicam que o fluxo de calor ocorre
somente na direcdo longitudinal, de modo que o problema é unidimensional. Portanto, a
temperatura pode ser considerada constante em cada secdo transversal da barra, podendo,
evidentemente, variar de uma secdo para outra.

X x+Ax

A obtenc¢do da equacgdo da condugao de calor sera conseqiiéncia da aplicacdo de duas leis fisicas.
Lei de Fourier do resfriamento:

Dadas duas placas P; e P, com dreas iguais a S, mantidas a temperaturas constantes T, e T,
respectivamente, sendo P; paralela a P, com uma distdncia d entre elas. Entdo, haverd
transferéncia de calor da placa mais quente para aplaca mais fria, e a quantidade de calor por
unidade de tempo, transferida de uma placa para outra sera dada por

Onde k > 0 é a condutividade térmica do material existente entre as placas ([k]=cal./cm.s.°C).

OBS: Pode-se ter k = cte.,k =k(x) ou k = k(x,u).

Paulo Marcelo Dias de Magalh&es |[UFOP



Agora, seja x a abscissa de um ponto da barra e seja u (x, t) a temperatura da se¢do da barra
pelo ponto x no instante t. Calculemos a quantidade de calor no pedacgo da barra delimitado pelo
intervalo [X, x+4x]. Tomemos uma parti¢do finita desse intervalo definida pelos pontos: x=x,
<X;<...<X,=x+Ax. Supondo u (x, t) continua, a quantidade de calor no pedaco delimitado pelo
intervalo [Xi.1, Xi] é, no instante t, aproximadamente (para n suficientemente grande) dada por

Q=cmiuy, , ) =Co S(X =X )u(g 1), parax,; <& <X,
onde
¢ = calor especifico do material, m; = massa do corpo delimitado por [XH, Xi ] ,
p = densidade do material, U, ., =temperatura no corpo delimitado por [x ., X].

Portanto, a quantidade de calor em todo pedaco compreendido no intervalo [X, X+ AX] serd, no
instante t, aproximadamente

Q= Zn:Cp S u(&, (X — %)

Entdo, obteremos uma melhor aproximacdo quando fizermos a amplitude maxima dos
subintervalos [X, ,, X.] tender a zero. Representando por Q(t) a quantidade de calor no instante t

no pedaco da barra delimitado por [X,X+ AX], tem-se que o limite do somatério quando o
méximo{]xi —XH| :1<i<n}tende a zero, existe devido a hipdtese de continuidade de u(x,t)

sobre a barra [0,1], e obtém-se que

X+AX

Q(t) = j co S u(xt)dx.

Caso exista dentro da barra criacdo ou absor¢do de calor (por ex. se houver alguma corrente
elétrica ou alguma reag¢do quimica no material da barra), esse fato seria caracterizado por uma
densidade, F(x, t), da fonte ou sorvedouro térmico em questdo, no ponto x da barra e no instante
t. Neste caso, a quantidade de calor fornecido (ou absorvido) no pedago [X, X+ AX]serd, no

instante t, aproximadamente

Q) = Y SF(E D ~x.1)

donde obtém-se que

X+AX

Q(t) = I SF(x,t)dx

X

Por outro lado, pondo T, =u(X+d,t),T, =u(X,t) e fazendo d — 0", a Lei de Fourier nos diz

que
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u(x+d,t) —u(x,t
im Q) = lim ks 20 4O =U0D]_ Jou(x,t)
d—0 d—0 | OX |
Definigdo: O fluxo de calor na direcao positiva do eixo-x é dado por
q(x,t) = —kSa—u(x,t)
OX
Interpretacdo grafica
guente
u(xt) >0 u(xt) <0
] —
x, x

Até agora utilizamos apenas uma lei fisica. Neste ponto, utilizaremos uma segunda lei para
deducgdo da equagdo do calor, a Lei da conservagdo da energia.

Variagéo do calor em [X, X + AX] = fluxo do calor nas extremidades de [X, X + AX] + calor total
dentro de [X, X + AX]

O que nos da a seguinte equac¢do de balan¢o

X+AX X+AX

% [ epsu(x.tydx = kS[u, (x+ Ax,t) —u, (O] + S [ F(x,t)dx

gue é a equacdo do calor na forma integral. Pelo teorema do valor médio, na forma integral,tem-
se que se f é continua em [a,b] entdo existe ce [a,b] tal que

j f (x)dx = (c)(b-a)

Por outro lado, supondo U(X,t) continuamente diferencidvel na varidvel t, entdo pela regra de
Leibniz tem-se que
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X+AX X+AX
% J. coSu(x,t)dx = J. coSu, (x,t)dx
Portanto, existem &, &, €]X, X+ AX] tais que
cou(&, t)Ax =Kk[u, (x+Ax,t) —u, (X, t)]+ F (&,, t) AX

Dividindo essa equacdo por AX e fazendo AX — 0 obtem-se a equacdo diferencial parcial

cp u,(xt) =0, (ku (xt))+ F(xt)

Wof@x(kuX (x, 1))+ f‘xliu

onde a” =1/cp, f(x,t) = F(X,t)/Cp. Esta é a equagdo do calor unidimensional.

ou seja

OBS: Como se pode ter k = k(X,U)a equagdo do calor pode ser até quase-linear!

OBS: A equacdo obtida é muito genérica, uma vez que descreve os fenémenos difusivos, no caso a
difusdo do calor, e, portanto, pode possuir um nimero muito grande de solugées. De modo que,
se faz necessario que tenhamos mais informagdes sobre o problema em questdo para que
possamos caracterizar melhor a solugdo desejada. Essas informagdes surgem naturalmente, uma
vez que todo problema objetivo possui fronteiras de alguma espécie com o meio no qual se
encontra e, além disso, todo problema objetivo sempre é observado a partir de algum instante
inicial t;, o que nos leva a ter que especificar de alguma maneira as condi¢Oes fisicas nesse
instante inicial. Assim ,obtemos as informacdes adicionais caracterizadoras especificando as
condigdes de fronteira e as condigbes iniciais do problema em questdo. Essas condi¢cdes podem
ser, de um modo geral, dos seguintes tipos

Tipo I:

u(0,t) =T,,u(L,t) =T, (extremidades a temperaturas constantes).

ou

u(0,t) = g, (t),u(L,t) = g, (t) (extremidades a temperaturas variaveis).

Tipo ll:

u, (0,t) =u, (L,t) =0, (extremidades isoladas termicamente).

ou

u, (0,t) =g, (t),u,(L,t) = g, (t), (fluxo através das extremidades).

Tipo Ill: meio externo 4 temperaturas ¢, (t), g, (t) respectivamente, havendo transferéncia de
calor entre o meio e a barra
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ku,(0,t) = h[u(0,t) — g, (t)]
e

—ku, (L, t) = h[u(L,t) — g, (1)]

Tipo IV: combinacgdes das condi¢bes acima.

Condigdo Inicial:
u(x,0)=f(x) ,ondef :[0,L] > R

0BS: f(X) é adistribuigdo inicial de temperatura ao longo da barra.

Definigdao: Os problemas com valores iniciais e de fronteira sdo denotados por PVIF.

2.2 O Método de Separacdo de Varidveis ou Método de Fourier:

Este método aplica-se somente a PVIF’s satisfazendo as seguintes condi¢des
(i) A EDP é linear, podendo possuir coeficientes variaveis.
(ii) As condig¢Bes de fronteira sdo homogéneas, isto é, sdo do tipo

au,(0,t) +bu(0,t) =0
cu, (L,t) +du(L,t)=0

onde g,b,c,dsdo e R .
(iii) O dominio Q das variaveis espaciais é limitado e em algum sistema de coordenadas a sua
fronteira 0€2 consiste de segmentos de retas.

Exemplo: Consideremos um caso simples. Seja o

o 0<X<LO<t<+4o0
u(0,t)=u(L,t)=0,t>0
U(X,0)=(D

O método consiste em procurar solu¢des da forma

u(x,t) = X(X)T(t)

Substituindo na EDP obtém-se que
XOOT'®) =" X" ()T () (1)

Como nio interessa a solugo trivial, podemos dividir (1) por a> X (X)T (t) e obter que
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T'(t) _ X"(¥)
T X(X)

(2)

onde o lado esquerdo depende apenas de t e o lado direito depende apenas de x e sdo iguais.
Entdo, necessariamente, ambos os lados independem de x e t, ou seja, sdo iguais a uma constante
A ,0 que nos leva as seguintes equacgdes diferenciais ordinarias

X"(X)—AX(x)=0,0<x<L
T'(t)=Aa’T(t) =0,0 <t < oo

Impondo as condi¢Bes de fronteira, obtém-se que
0= X(0)T(t)=X((L)T({®),vt>0.
Como ndo interessa a solucdo nula, entdo
X(0)=X(L)=0.

Obtém-se assim o seguinte problema de auto-valores ou problema espectral(chamado Problema
2

de Sturm-Liouville) para o operador diferencial linear F :
X

X"(X) = AX(X)
{X(O)=X(L)=O

Analisemos os possiveis valores de A.
1° caso: A > 0:Neste caso, a solugdo geral é dada por

X (x) =Ce V™ +Ce™.

Impondo as condi¢es de fronteira, obtém-se o sistema

C,+C,=0
&C,=C,=0.

Ce ™ +ce =0
O que implicaem X =0.
2° Caso: 1 =0: Neste caso, tem-se que
X(x)=Cx+C,.

Impondo as condi¢Bes de fronteira, obtém-se

C,=0
&C,=C, =0.
C,L+C,=0

O que implicaem X =0.
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3°Caso: A <0:Nestecaso, A =—y*,7#0.
A solugdo geral é dada por

X(x)=C,cosyx+C,senyx.

Impondo as condigdes de fronteira, ndo se obtém uma Unica solugdo mais sim uma infinidade
(enumeravel) de solucgdes, X,(x), denominadas auto-fungbées do problema de auto-valores, cada
uma associada a um respectivo auto-valor dado por
2_2
n"z
2
A=A, =-y, = X, (X)=senA,x ,n=+£112,....

De modo que, o auto-sistema é dada por

Por outro lado, resolvendo a EDO em T, para esses valores de A, obtém-se a seguinte familia de

solugdes

n27f2 2.

T(t)=Ce “ at,n:1,2,...

Portanto, a seqiiéncia de fungdes

nzzz'z 2

_Ta n
u,(x,t)=Ce t senTﬂx,nzl

satisfaz a EDP e as condi¢des de fronteira para cada N >1. Essas fun¢des sé ndo sdo solucdes do
PVIF porque ndo se tem necessariamente que

go(x):CnsennTﬂx , Vn>1,

uma vez que o dado inicial é Unico e arbitrario. Por outro lado, como a EDP é linear e homogénea,
entdo vale o seguinte resultado

Principio da Superposi¢cdo Generalizado:
Se os termos de uma seqiéncia {U,}; sdo solucbes da equagéo diferencial linear homogénea:
L[u]=0 (ordindria ou a derivadas parciais), entdo a série 2U,também é solugdo da equagdo, caso o

cdlculo das derivadas de u, que aparecem na equagdo, possa ser feito mediante derivacdo termo a
termo na série.

De modo que, pelo principio da superposicdo, o candidato a solugdo do PVIF seria a funcdo
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Entretanto, quando Fourier imp0s a condigdo inicial se deparou com dois problemas:

(P1) Quais fun¢des ¢ definidas em [0,L] podem ser representadas em séries trigonométricas, ou
seja admitem a seguinte representacao infinita

+00
Nz
o(X) = E C,sen—x ?
L
n=1
OBS: Assim surgiu a sintese de Fourier.

(P2) Se uma fungdo admitir tal representagdo como determinar os coeficientes C, ?
OBS: Assim surgiu a andlise de Fourier.

A andlise e sintese de Fourier (Andlise Harménica) estudam as func¢des periddicas definidas em R

ou C que podem ser representadas por séries trigonométricas.

Defini¢cdo: Uma Série Trigonométrica S é uma série de fungdes com a seguinte estrutura

= nrz nz
S(x =i+ a coS— X+b sen—x
(0= Z , COS= = X+, sen =

Antes de respondermos a essas perguntas analisemos as relagBes que devem existir entre os
coeficientes a, ,b, e f. Seja f uma funcdo real que admite uma tal representacdo, com a série
convergindo uniformemente para f. Como o termo geral é uma fungdo continua e periddica, de
periodo 2L, entdo necessariamente f também serd periddica, com periodo 2L, e, como a
convergéncia é uniforme, f sera continua. Entdo, como toda funcdo continua é integravel num
intervalo fechado e limitado, podemos integrar f no intervalo [—L, L] e obter que

L > L Nz L V74
J:L f(x)dx = aOL+nZ_l:anchosTxdx +ansenTxdx
e como
L n L n
I 005~ xdx = I sen—~ dx = 0,vn=>1,
-L L -L L
obtém-se que

1 eL
a0=ELf(x)dx.

Para obtermos os outros coeficientes utilizamos as seguintes
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Relagdes de Ortogonalidade:

i - l 0,m=#n
JL cos(%x)cos(n—”x)dx:r% COSMX+COSMX dx =
-L L L -L L L L,m=n

i m-+n

L mz nz oy, (n-mz |
.[Lcos(Tx)sen(Tx)dx_J.LE_ —X

X+ sen dx=0,vm,n>0

[ - | 0,m=n
IL sen(mx)sen(n—”x)dx:r% COSMX—COSMX dx =
-L L L Ll L L L,m=n

OBS: Para a obtencdo das relacdes de ortogonalidade foi fundamental que o intervalo fosse [-L, L]
por motivos matematicos. Entretanto, a barra “fisica” é dada pelo intervalo [0,L] e ndo pelo
intervalo [-L, L]. Interpretaremos o intervalo [-L, L] como representando uma barra “matematica”.

Formulas de Euler-Fourier: Se f:[-L,L] >R puder ser representada por uma série
trigonométrica, entdo multiplicando S(X) por cos(nz/L)x, integrando sobre [-L, L] e assumindo
que é possivel a integragdo termo a termo na série S(x), obtem-se que

1L n
an:—j f(x)cos—ﬁxdx ,Vn>0
L7t L
Procedendo analogamente em relagdo & sen(nz/ L)X obtem-se que
L
bnzij. f(x)senn—ﬂxdx ,Vn>1
LJ-t L

Definigdo: f :IR > R é uma fungdo par se  f(—x)= f(x),VxeR.
f :R > R é uma fungéio impar se f(—x)=—1(x),VxeR.
Propriedades:

(P1) f,g par = f+gpar,f,g impar = f +g impar.
(P2) f,g par = f.g par,f,g impar = f.g par.
(P3) f par,g impar = f.g impar.

0, sef é impar

P4 )X =4 s
(P4) I (x)ebx 2j0f(x)dx, sef épar

De modo que,

2 L nz
f:[-L,L] >R par:anztjo f(x)cos~=xdx, ¥n=0,, =0, ¥n>1

. 2 L nsz
f:[-L,L] >R impar =a, =0,vn>0 e bnztjo f(gsen="=xdx ,vn=1
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2.3 Analise e sintese de Fourier

Defini¢do: Dada f :[-L,L] —> R, sua série de Fourier sera denotada por S[f], com os coeficientes
a,, b, dados acima e denominados coeficientes de Fourier de f .

Notagao:

S[f](x):%+2(an cosnTﬂx+bnsennTﬁx) ,XxeR

n=1

Defini¢do: £ ([-L,L])={f :[-L,L] > R; f,| f| integraveis a Riemann}
Condicgdo suficiente para analise de Fourier:

se f e LY([-L,L]) entdoa,, b, estdo bem definidos uma vez que

a,|< e f(x)cosn—ﬁxdx
LJ-t L

1L 1t nz
SELJHWW c |Mskjﬁommijmx

1
gtﬁﬁumx

De modo que, dada f € £ ([-L, L]), periddica de periodo 2L, pode-se obter a série de Fourier de
f , ou seja, pode-se fazer a seguinte associa¢do

o0

a, Nz nxz
f(x)~=2+ a cos— X+b sen—x | .
(0~ Z(n —X-+bysen )

n=1

O problema principal é saber para quais valores de x a série de Fourier S[f](x) converge para f(x) , e
se a convergéncia é uniforme. A série de Fourier de uma funcdo pode ser divergente! Existem
exemplos de fungGes cujas séries de Fourier divergem em quase todos os pontos!(vide Titchmarsh
“Theory of Functions”, pg. 416). Embora o estudo das séries de Fourier seja realizado para uma
classe bem mais ampla de funcbes, nos contentaremos com uma classe pequena, bem préxima
das fungdes continuas, precisamente a classe das fungées continuas por partes.

Defini¢do: f :IR — IR é continua por partes ou seccionalmente continuas se dados a <b existe
uma particdo finita de [a,b];{a =X,,..., X, =b} tal que:
(i) f restrita ao subintervalo ]x,_ ,, X[,i=1,...,n, é continua.

(ii) Existem os limite laterais; f(X'), f(x),i=0,...,n.

Notacdo: C, ([a,b]) ={f :[a,b] > R; f continua por partes}.

Exemplo: Fun¢Ges que sdo continuas por partes.
(i) funcdo sinal de x ;
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1 sex>0
signx=< 0, sex=0

-1, sex<0
1

-1

(i) f(x)=x-[xI
1 1 2
5 x| .—1<x<1
f =
(i) ¥ (x) {f(x+2):f(x)
1 1 2
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Exemplo: fun¢des que ndo sdo continuas por partes;
(i) 1/ x,tg X, In X (fungdes com descontinuidades de 22 espécie).

(i) fungdes com um n? infinito de descontinuidades de salto dentro de um intervalo finito.

1, 1<x<ow
f(x)=41/n, 1/(n+1) <x<1/n
0, —0<X<0

Condigoes suficientes para sintese de Fourier:

Teorema: (Dirichlet-Riemann)

Hipdteses:
(H1) f, f'eCp([—L, L]).
(H2) f estendida periodicamente sobre R, com periodo 2L.

Tese: A série de Fourierde f converge pontualmente em R, sendo que para cada

X e R se tem:

M =i+2(aﬂ Cosn_ﬁx+bnsenn_ﬁxj
2 2 L L

Serdo necessarios os seguintes resultados auxiliares.
Lema: (Riemann-Lebesgue)

Se f eC ([-a,b]) entdo

lim " £ () coskudx = lI(imJj f (x)sen kxdx =0

Prova: Supondo que f seja continua [a,b]. Seja h=7/k com k suficientemente grande de modo

que
a<a+h<b—-h<b
Neste Caso, tem-se que

b a+h b a+h b-h
j f(x)coskxdx:j f(x)coskxdx+j hf(x)coskxdx:j f(x)coskxdx—j f (x +h) cos kxdx

Tem-se também que
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b b-h b
I f (x) cos kxdx :I f (x) cos kxdx+J‘b i f (x) cos kxdx
Adicionando-se membro a membro as duas ultimas igualdades, obtem-se
b a+h b b-h
2] f (x) cos kxdx =j f(x)coskxdx+jb h f(x)coskxdx+J. [£(X)— f (x+h)]cos kxdx

Sendo f continua em [a,b] ela é limitada,logo existe M>0 tal que | f (X)| <M em [a,b]. Portanto,

b b-h
2“ f(x)coskxdxszlvlmj |£(x)— f (x+h)fdx

Alem disso, a continuidade de f no compacto [a,b] também implica que na sua continuidade
uniforme em [a,b].Consequentemente, fixado A >0 existe K, tal que para todo k > K, e todo

X €[a,b] tem-se que

f(x+%)—f(x) <1 (a)

Lembrando que h =7 /K conclui-se que

b —
If(x)coskxdx Mz b-a

<2722
k

Entdo dado & >0seja 6 =0(g)>0tal que A<e/(b—a)e K, tal que para k >K; seja vélida a
desigualdade (a) e também se tenha (Mx)/k <&/2. Desse modo, conclui-se que para cada

&> 0 existe K, tal que para todo k > K_ resulta

b
I f (x)coskxdx| < &

O que prova uma parte do lema no caso continuo.
Supondo agora f continua no intervalo aberto ]a,b[. Neste caso n3o se poderd usar a

continuidade uniforme. Entretanto, como f eC ([-a,b])ela possui os limites laterais
f(a"), f (b")finitos. Portanto a fungdo f ,extensdo de f ao intervalo fechado [a,b] definida
por
f(a*), sex=a
f*(x)=< f(x),a<x<b
f(b7), sex=Db

é continua no compacto [a,b]. Logo, pela primeira parte, vale o lema para f*. Como as integrais

de f(x)coskxe f~(x)coskxsio iguais em [a,b],obtem-se a mesma conclusdo também neste
caso.
Finalmente para concluir a primeira parte no caso de f eC_([-a,b]),sejam X, <...<X os

pontos de descontinuidade de f. A restricdo f, de fa cada um dos intervalos abertos ]X ,, X[ se

encontra nas condicdes do caso acima.Logo, o lema é valido para as fi s ou seja

Paulo Marcelo Dias de Magalh&es |[UFOP



lim [ f,(x)coskxdx =0 ,i=1...,n

k—»o0 Xi_;

Completando assim a demonstracdo da primeira parte do lema. A segunda parte é andloga.

Lema 1: Para todo x tal que sen(x/2) #0 tem-se que

n sen(n +1)x
1+§:awm:-___g}-
2 4= 2sen Py

Prova: Como
2sen pcosg=sen(p+q)—sen(p—q) .
Fazendo g=kx, p=x/2, obtemos

2 coskxsen(x/2) =sen(k +%)x—sen(k —%)x .
Somando k de 1 até n, resulta

° 1 X
2sen(x/2) » coskx=sen(n+=)x—sen— .

O que conclui a prova.

OBS: Quando x=0 tem-se que
1 N\ 1
—+Zcoskx=—+n ,
2 — 2

sen(n+1/2)x 1
m—————"=n+=
x>0 2senx/2 2
Obtem-se a validade para todo x real.

e como

7

Lema 2: (Dirichlet)

Seja f €C ([-7,7]). Entdo a soma S, (X) dos n primeiros termos da série de Fourier
de f pode ser dada por
1] sen(n+1/2)(t—x
sg@:-juo (n+1/2)(=%)
V4

2sen(t—x)/2

VX €[-x, 7]

Prova: De fato, tem-se que

3, N\ k7 k7
S =—+ a cos—y-+b sen—
=" Zl} ~y+hosen="y
Fazendo a mudanca X=7y/L queleva -l <y <L em —7 <X< 7, obtem-se que
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n
S, (x) = i+Z(ak coskx + b, senkx)
2 4
=1
Substituindo os coeficientes de Fouriera,, b, chega-se a

S (%) :%j f(x)dx+%zn: j f (t) cosk(t — x)dt

Ou seja

wr k=1

S”(X)Z%r f(t)[%+icosk(t—x)}dt .

Agora estamos em condi¢Ges de demonstrar o Teorema de Fourier-Riemann.

Prova: Conforme vimos, podemos assumir L = 7z . Neste caso,

S (%) =1I £(0) sen(n+1/2)(t—x)dt .
Td-z 2sen(t—x)/2
Fazendo a mudanga S =1—X na integral de Dirichlet, obtem-se

Sn(x)=§f f (x+3)D, (5)ds

Onde D, (S) é o nicleo de Dirichlet
sen(n+1/2)s
D,(8)=—"————
2sen(s/2)
Integrando sobre [-7,7t] obtem-se

1 D,(s)ds=1.
T &d-n

Decompondo o intervalo em [-r,0] e [0,7] e observando que D, (—S) =D, (S) resulta que

1_[”Dn(s)ok:;l .
T do 2

De modo que

S. (%) =i jo f(x+3)D, (s)ds+ﬂ: f (x+3)D, (5)ds

Ent3o, basta provar que a primeira parcela converge para % f(X") e asegunda para % f(x").
De fato, é suficiente provar que

!Lrgl [ (x+5)— F (D, (s)ds =0,
e que e

!mi :[f (x+s)—f(x")]D,(s)ds=0 .

Como a demonstrac¢do dos dois limites é andloga, demonstraremos apenas a validade do segundo,
isto é provaremos que se f possui derivadas laterais finitas no ponto x, entdo
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sen(n+1)s

—I [f(x+5)— f (x2S 4o g

2sen(s/2)

De fato, seja a func¢do g definida em ]0,x] por

9(s) =

f(x+8)— f(x)
2sen(s/2)

Como x é um ponto onde existem as derivadas laterais de f, tem-se que

limg(s) = lim
s—0" s—>0"

f(x+s)-f(x') s/2

S sen(s/2) =1

Conclui-se que g é continua por partes em [0,n]. Portanto, pelo Lema de Riemann-Lebesgue tem-

se que

OBS: Nucleos de Dirichlet D, (S) em [-m,7]:

[f(x+s)— f (x")]D,(s)ds =0

no,1,2

A

A3
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no,1,2, 3,4

Corolario: Se f for derivavel em cada ponto de ]- w, %[ entdo sua série de Fourier convergira para
cada f(x) paracada xe]-r, 7z -

Tendo em vista que nas aplicacGes das séries de Fourier as EDP’s necessitar-se-a derivar e integrar
termo a termo tais séries, serd obtido um teorema sobre derivacdo termo a termo e outro sobre
convergéncia uniforme.

Teorema: Seja f derivavel em [- ,n] com derivada continua, sendo que f(-z)= f(r). Entdo, em

cada ponto x de ]- w,t[ onde existe f “’(x), a série de Fourier de f, S[f], é derivavel e vale a regra da
derivagdo termo a termo.

Prova: Como f ‘ é continua em [- m,t] obtem-se pelo teorema de Fourier-Riemann que S[f]
converge em cada ponto x de [- «t,w] para f (x), ou seja

f(x) =5+Z(an cosnx+b, sennx) .
2
n=1
Também pelo fato de f ‘ ser continua e existir f “em cada ponto de [- m,m], 0 mesmo teorema
assegura que a série de Fourier de f “, S[f ‘], converge para f ‘ (x) para cada x de [- 7, 7], ou seja

00

f'(x)= %+Z(an COSNX+ /3, sen nx)

n=1
onde

an:EJ‘ f'(x)cosnxdx ,n>0
T éd-r

ﬂn=lj f'(x)sennxdx ,n>1
rd s

Integrando por partes e usando que f(—z)= f () obtem-se que
coskz
T

a, = i( f (x)coskx]” +%Ij{ f (x)sen kxdx =

[f(x)— f(~7)]+kb, =kb k>0 .

Analogamente, obtem-se que
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B, =—ka k=1.

Substituindo, conclui-se que

!
f'(x) = E (—na, sen nx + nb, cosnx) = E (a, cosnx+b, sennx) .
=1 n=1
Antes de obtermos o teorema sobre convergéncia uniforme e absoluta, obteremos duas
desigualdades que serdo Uteis ndo sé na prova do teorema mas também em outras situagdes.

Lema 3: (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)
Sejam a,,---,a,, ,---,bn numeros reais. Entdo tem-se que

(S {24 2)

Prova: Dados X,V € R tem-se que

(X—y)?=20=>2xy < x> +y° .

Tomando

] _ by |

«/af +oetal 1 y_a/bf+---+bn2

Somando de k=1 até k=n, obtem-se a desigualdade.

X =

Lema 4: (Desigualdade de Bessel)
Seja f uma fungdo real cujo quadrado é integravel em [- m,m] e a&,,b, os coeficientes de
Fourier de f. Entdo, para todo nimero natural n vale a desigualdade

2

%+i(a§+b§)si]i £2(x)dx .

k=1

Prova: Dado n € N tem-se que
2

r f(x)—(%+Z:(ak coskx +b, sen kx)] dx>0
k=1

ou seja
r f2(x)-a,f (x)Jr(%)2 —2( f (X)_%j(i(ak coskx +b, sen kx)}[zn:(ak coskx +b, sen kx)} >0

Utilizando-se as relagdes de ortogonalidade, obtem-se, apds desenvolver o quadrado do ultimo
termo, que
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r [fz(x)+(aO [ 2)? +Z:(ak2 cos” kx +b? sen® kx)—aof(x)—ZZ(akf(x)coskx+bkf(x)sen kx) [dx >0
i k=1 k=1

Ou seja

OSJ‘ fz(x)dx+%a§+2j (alfcoszkx+bkzsen2kx)dx—a0J‘ f (x)dx —
- =) - -

= I " (@, f () cos kx+b, f (x)sen kx)dx
k=1 * %

De modo que

7 2 n
OSJ‘ P2 0dx—7| 24> @2+ |
-z 2 "
=1
Como n € Né arbitrario, conclui-se a prova.

Teorema: (Dirichlet)
Seja f continua, periddica, periodo 2m, derivavel com f'eCp([—ﬂ',ﬂ']). Se

f (—x) = f (z), entdo a série de Fourier de f converge uniformemente e absolutamente em [- &, ].

Prova: Tem-se que

S[F1(0) =%+Z(an cosnx + b, sen nx)
n=1

S[f(x)= %4‘2(&” CoSNX+ 3, sen nx)
n=1

Como f’eC ([-7,x])integrando-se por partes obtem-se que
a,=nb,n=0
B, =-na,n=1
Por outro lado, pela desigualdade de Bessel, temos que
N 2 2 117, 2
D@ +py<=| [0 dx.
T d-x
n=1
Além disso,

D (@ +02)" = ) [k (o + FF 9021
k=1 k=1

O que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, implica em
12

3 (@2 by s(ij 2[2@% /35)} n1.

De modo que, aplicando a desigualdade de Bessel nos coeficientes ¢, , 5, e levando em conta que
a série 2-harmonica é convergente, conclui-se que
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D (& +b7) <0 .
n=1
Sendo assim ,como se tem
2
|a, cosnx+b, sennx|” <2(a’ +b?),vn=>1.
Os termos da série de Fourier S[f](X) sdo dominados em valor absoluto pelos termos de uma

série convergente de numeros positivos. Logo, pelo teste M de Weierstrass, S[f](X) converge
uniformemente e absolutamente.

Calculo da série de Fourier de algumas fungées:

Exemplo 1: Obtenha a série de Fourier da fungao sinal de x

1 sex>0
signx=< 0, sex=0
-1, sex<0

Restrita ao intervalo [—1,1] e estendida periodicamente a toda reta.
O gréfico da extensdo periddica signx, de sign X, a toda reta com periodo T=2 e sign (-1)=-1 ¢é

Analise: tem-se L = 1 e fimpar, logo

1 1 _1\n
an:O,VnZOebn:ZI sennnxdx=2£—M} =2(i—ﬂ),Vn21
0 nr |, nr nrx

= by =0 k>1
b, =4/ (k-1

Sintese: A série de Fourier signx é dada por
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0

_ 4 1
Slsign](x) :;; (2n-1)

sen(2n—-1)zx

Grafico de S[sign] (x)

De modo que, S[sign] (x)= sign x . Tomando a n-ésima soma parcial

. 4 Nosen(2n-1)zx
Sulsignl(0 =~ > =0 i

n=1

A% AW
Y

Verificamos que
Gréfico de Sy[sign]:

Gréfico de S,[sign]:
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Gréfico de Si:

ER®

Gréfico de S¢[sign]:
!
0.5
-0.5
Gréfico de Syg[sign]:

OBS: Com a série acima podemos obter em x =2 um resultado ndo trivial da teoria analitica dos
nimeros conhecido como a série de Leibniz para /4.

N G 111 1
= :1__+___+__...
4 Z 3 57 9

Exemplo 2: Obter a série de Fourier da fun¢do onda triangular :
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X|,-r<x<x

A= {A(x +27) = A(X)

Grafico de A:

Tem-se que L = 2w e A fungdo par em ]- w,wt[, sendo assim

b =0,vn>1, aozg.[”xdxz;; e anzgrxcosnxdx:g(cosznx}
90 T 90 T n 0
0, n=2k
=J _ ,Vk>1
A =2kt
T
De modo que,
S[A](x)zz—i cos(2k —1)x

2 & (2k-1)°

Como A é continua tem-se que S[A](X) = A(X), VX e R.

Definindo
S [A](x) = z—iZN:#cos(zk ~1)x
" 2 4= (2k-1)
Tem-se que
Grafico de S;[A]:
\ 0\s

-6 -4 -2 2 4 6
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Gréfico de S,[A]:

Grafico de S,[A]:

0

i

Grafico de S,[A]:

-2
-0
1
0

-2
-0

2
1.5
1
.5
2 4
2
.5
1
.5

OBS: Pode-se perceber que no caso da onda triangular as somas parciais de sua série de Fourier
convergem rapidamente para ela.Ja no caso da extensdo periddica da fungdo sinal, sign x , a
qualidade da convergéncia é muito inferior, sendo que por maior que seja o nimero de termos na
soma parcial, ndo se consegue reproduzir o grafico de sign X , pois sempre se obtém uma fungdo
continua! Os pontos de descontinuidade de salto criam oscilagdes conhecidas como fenémeno de
Gibbs (vide Djairo; Analise de Fourier e EDP, pg. 93).
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Forma complexa da série de Fourier:

Pela formula de Euler

e =cos@+isend
De modo que,

i0 i0 i0 —io

cosf==FC  seng=2—°F
2 21
Portanto
a, b )i (@ b)) e (@, Db, nzx nzx a, bn nzX nzX
L4+ e +| =2—-—"le =| L+ || cOS——+isen— |+ COS—— —isen ——
2 2 2 2 2 2 L L 2 2 L L
nzx nx
=a,c0s—+b, sen—
L L
Entdo, definindo
a b a .b 1 nz Nz
C,=—L+—L="-i2= f(x) CcoS— X —isen— x (dx
2 2 2 2 2L L L
Tem-se que
1t :
c,=— /| f(x)e"™ " dx.
2LJ-L
Sendo que
C,=2= A f(x)dx
2 2L

Obtem-se que se f :IR — R for periddica de periodo 2L, f € L '(R), ento a série de Fourier de
f pode ser representada na forma complexa:

S[1100 = Y e,

Exemplo: Seja f :[0,7] > R: x> f(X)=X. Expandir f como uma série de senos.
Neste caso precisa-se “rebater” f de forma impar em [—7, 7] e estender periodicamente a toda

—T<XZ7Tmw
()= { f*(x+27)=f*(x)

reta. Seja a extensao

Tem-se que
a,=0,vn=0,
:—I xsennxdx_—I xd ( cosnx) EKXM} +EJ' cosnxdx}zg(—l)“+1
T n |, nJdo n

De modo que,
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n+1

S[f*](x) = 22( Y sennx .

Como f* é continua em [0,%t[, entdo obtemos

«© n+1
x:ZZ( D sennx ,0<x<rx.

n=1 n

OBS: No ponto x = i, tem-se que S[f*](7) = f *(x).

Exemplo: Seja f :[0,7] >R : x> f(X)=X.Expandir em série de cossenos.
Neste caso, € preciso “rebater” f de forma par em [—7, 7] e estender periodicamente a toda reta.
Seja a extensao
X, —7<X<rxw
f*(x) = | |
f*(x+27) = f *(x)

Tem-se que
b,=0,vn>1
0, n=2k
—Erxdx—ﬂa—Erxcosnxdx—i[(—l)”—l]— 4
% T Jdo B n’z _T,n:2k—1
n°z

De modo que,

— cos(2n—1)x

S[f* ———
[F100 = T (2n-1)°
Portanto,
£_4ZCOS(ZH_1)X <<z
2 w4 (n-p> T

Exemplo: Seja f :[0,7] > R:X+> f(X) =X. Expandir como série de cossenos e senos.

Neste caso, f ndo deve ser “rebatida” nem como fung¢do par nem como fungdo impar. Definindo
por exemplo

X, 0<x<nr«
f*(x)= 0, —7<x<0
f*(x+27)=f*(x)

Tem-se que
0, n=2k
aozlj xdx:z,anzlj. xcosnxdx—[( ) 1 -2 ,vn=1
rJo 2 zJdo 7z' —,N= 2k — 1
n;z
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V3 _1\n+l
bnzlj xsennxdx:( ) ,vn>1.
TJo n

De modo que,

S[F41(4 = ——;;C"(ﬁ” o Z( D™ ennx

Como f* é continua em [0,n[, obtem-se que

n+l

X=——— sennx ,0<x<r.

4 mé= (2n-1)

1

7 20 cos(2n-1)x ~— (-1)
£ -

Agora podemos retornar ao problema que motivou a criacdo e desenvolvimento das séries de
Fourier. Consideraremos cada uma das possiveis condicdes de fronteira homogéneas.

Tipo I: Barra com extremidades mantidas a 0°C:
Matematicamente o problema consiste em obter uma fungdo U(X,t), definida em 0<X<L e

0 <t <o satisfazendo o seguinte

u =a’u, ,(xt) €0, L[]0, +oo[
PVIF : u(0,t)=u(L,t)=0,t >0
u(x,0)=f(x) ,0<x<L

Pelo método da separacgdo das varidveis fomos levados ao seguinte candidato a solugdo

S T g
u(x,t) = ane L sen—x
L
n=1
Onde os coeficientes b, devem satisfazer

f(x):ansen”T”x 0<x<L .

Portanto, ndo ha escolha, os coeficientes b, devem ser os coeficientes de Fourier da extensdo f*
impar periddica, periodo 2L, de f a toda reta. De modo que,

L L
bnzi.[ f*(x)sen”—”xdx:g_[  (x)sen 2% xx .
LJ- L LJo L

OBS: Portanto, é necessario que f seja continuaem [0, L], f(0)=f(L)=0e f'eC_([O,L]).
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Tipo Il: Barra termicamente isolada nas extremidades:
Matematicamente tem-se o seguinte

U, = aUy  (X,1) €]0, L[x]O, +oof
PVIF : u,(0,t)=u,(L,t)=0,t>0
u(x,0)=f(x) ,0<x<L

Pelo método da separacao de varidveis obtem-se o seguinte sistema de EDQO’s;

X"(X)-AX(x)=0 ,0<x<L
T'(t)-Aa’T(t)=0,0<t < o0

Com a seguinte condicdo de fronteira
X'(0)=X'(L)=0.

Com isso somos levados ao seguinte problema espectral (problema de Sturm-Liouville)

X"(x)—=AX(x)=0 ,0<x<L
{ X'(0)=X'(L)=0

Que possui as seguintes possibilidades;

A>0: Neste caso, a solucdo geral é dada por
X (x) = c,e’™ +c,e
Impondo as condigBes de fronteira obtem-se
cNA-c,NA=0
cJAe™ —c,1e " =0
Entdo ¢, =C, =0 donde X =0.

A=0: Neste caso,

& =¢,=(c, %0 e =1)2

X(X)=cXx+c, .
Impondo as condicBes de fronteira obtem-se
X'(0)=X(L)=0<=¢ =0,c, eR,
De modo que, X =C.
A<0: Neste caso, 1 =—c2,0 #0 e asolucio geral é dada por
X(X)=c,cosox+C,Senox .
Impondo as condicBes de fronteira obtem-se

X'(0)=0oc, =0
, <ocsenol=0<ol=nr,neZ.
X'(L)=-oc,;senolL+oc,cosol =0 6,40

De modo que, se obtém uma infinidade de (enumeravel) de solugdes X, (X), as auto-fungdes do
problema espectral, cada uma associada a um respectivo autovalor dado por;
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A =—0c’=— n=+1+2,...=>n=12,....

n n 2
L

OBS: Entdo o caso A =0 é um autovalor com auto-fungdo X, =1.

Portanto o auto-sistema do problema espectral é dado por

2_2 *
A=<4, =—n—72[;xn(x):cosn—7[x
L L

n=0

Logo, pelo Principio da Superposicdao Generalizado, o candidato a solucdo é dado por
- 222 Nt
u(x,t) =Zane mretlt cos—x ,0<x<L,t>0 .
L
n=0
Onde os coeficientes a, devem satisfazer

< Nz
f(x)= a cos—x ,0<x<L.
(x) Z -

Portanto, os @, devem ser os coeficientes de Fourier da extensdo f* par, periddica, periodo 2L,
de f a toda reta, ou seja
1 L

L
a,=— f*(x)cosn—ﬂxdx=gf f(x)cosn—ﬂxdx ,n>0.
LJ-L L L Jo L

OBS: Novamente, é necessario que f seja continuaem [0, L]e f'eC ([O,L]).

Tipo lll: Barra com uma extremidade termicamente isolada e a outra mantida a 0°C:
Matematicamente tem-se o seguinte

u =a’u, ,(xt)e€lo, L[x]0,+oo[
PVIF : u@,t)=u,(L,t)=0,t >0
u(x,0)=f(x) ,0<x<L

Pelo método da separacgdo das varidveis obtem-se o seguinte sistema de EDQO’s

X"(x)=AX(x)=0 ,0<x<L
T'(t)-Aa’T(t)=0,0<t<o

Com a seguinte condicdo de fronteira

X (0)=X'(L)=0 .

E, portanto o seguinte problema espectral;
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X"(x)—AX(x)=0,0<x<L
{ X(0)=X'(L)=0

Que apresenta as seguintes possibilidades;

1>0: Solugdo geral: X (X) = Cle“/’_lx +c2e‘ﬁx

Impondo as condi¢es de fronteira, obtem-se o sistema
c,=—C

c,+¢,=0 , = 0
& &c =¢,=0.
«/ch—\/zcz =0 Zﬁclzo v

A=0: Solugdo geral: X(X)=cX+c,
Impondo as condi¢Bes de fronteira obtem-se
X(0)=c,=0
{X '(L)=c, =0
A<0: Neste caso, A =-c,0#0 e asolugdo geral é dada por X (X) =C, COSOX+C,Sen oX.
Impondo as condicGes de fronteira obtemos
_(@n-Dr >

X(©0)=c =0 p/a
, =c,c0s0L=0<=0cL=(2n-1)—-,neZ=>0,=—"—,n21
X'(L) =—oc,senolL +oc,cosolL =0 ¢;#0 2 2L

De modo que, o auto-sistema do problema espectral é dado por
2n—1)2 72 an-)rz |~
A:{_( )7 o )ﬂx}

412 2L

Pelo Principio da Superposi¢cdo Generalizado, o candidato a solucdo é dado por

n=1

U(X,t) = ane*az (anl)zﬂztlé‘rLz sen % X
n=1

Onde os coeficientes b, devem satisfazer

f(x):ansen%x 0<x<L.
=1

OBS: Como antes, f deve ser estendida como uma fungdo impar, s6 que dessa vez, por causa de
aparecer 2L no lugar de L no denominador, o periodo tem que ser 4L. Entdo, precisamos definir f
em ]L,2L[ de modo que a série de Fourier desse prolongamento de f ndo contenha senos com
argumentos da forma (Nzx/2L) com n par.

Definindo
. f (%), 0<x<L
F(x) = (x) X
f(2L-x),L<x<2L

Ouseja, f é o rebatimento do grafico de f,para [L,2L],simétrico em relac3o a reta vertical X=L.

Paulo Marcelo Dias de Magalh&es |[UFOP



De modo que, os coeficientes bn devem ser os coeficientes de Fourier da extensdo impar,
periddica, periodo 4L, de f atoda reta.
f(x),0<x<2L
f*(x)=4 —f(x),-2L<x<0
f*(x+4L) = f *(x)

Sendo assim,
2L 2L
b = f*(x)sen”-”xdx:i.[ F (x)sen ™% xdx =
2L Ja 2L LJo 2L
[ el P2l
:i f(x)senn—”xdx+ f(2L—x)senn—7[xdx =
LlJo 2L Ju 2L
1|t nz 0 nz
=— f(x)sen—xdx—| f(y)sen—(2L-y)dy |=
CLe (x)sen—- 5 (y)sen=-(2L-Y) y}
1]t nz h nz nz
=— f(x)sen—xdx+ | f(x)| sennzcos—x—sen—xcosnz |dX |=
L|Jo 2L Jo 2L 2L

L
:EJ. f (X) senn—”x+(—1)“*1senn—ﬂx dx =
LJo 2L 2L
0, n =2k

J‘ f (x)sen ——— (2k D)z xdx, n=2k -1

0BS: E necessario que f seja continua em [0,L] e f’eC ([0,L]), pois assim
f ec([o,2L]), f'eC,([0,2L]).

Tipo IV: Barra com uma extremidade mantida a 0°C e a outra extremidade satisfazendo a condigdo
do fluxo d calor através dela ser proporcional, com constante de proporcionalidade £ >0, a
diferenca de temperatura entre o meio (suposto a 0°C) e a respectiva extremidade;
Matematicamente tem-se o seguinte

u =a’u, ,(xt)elo,L[x
:qu,(0,t) + pu(0

Pelo método da separacgdo das varidveis obtem-se o seguinte problema espectral

X"(x)—AX(x)=0 ,0<x<L
{ X'(0)+ X (0)=X(L)=0

Que apresenta as seguintes possibilidades;
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A>0: Solucdo Geral; X(Xx) = cle “+ce N
Impondo as condi¢des de fronteira obtem-se o sistema

(ﬁw)c—(ﬁ p)c, =0, —ngg [(J‘ B) i, }
2 ﬂ)

Il
o

eVt C, +e ‘c,=0
Como ndo interessa C, = 0 entdo

Kj%+£;JL L}=OC>JZ@$“+e”ﬂ)+ﬂ@ﬁL—94“)=0¢>thZL=%§

De modo que, somente para £ >1 é que se obtém um Unico auto-valor e portanto uma Unica

auto-fun¢do. Neste caso, ndo se tera como satisfazer uma condigdo inicial f (x) arbitraria!

A=0: Solugdo Geral; X(X)=cX+C,.
Impondo as condigdes de fronteira obtem—se o sistema
c, +pc,= L1
{Lc +C, _Ocz?oﬂ Q’B__

Neste caso, obtem-se novamente uma Unica auto-fungdo X,(X) =x—L .

A<0: Neste caso, A =—c~,0 # 0 e a solugdo geral é dada por X (X) =C, COSGX+C,SENGX.
Impondo as condices de fronteira obtem-se o sistema

pc +oc, =0

“ o tgol=Z
c,cosoL+c,senol =0 c=0 B

De modo que, os auto-valores ﬂn = —of, Nn=>1, sdo as raizes ndo-nulas da equacdo transcendente

(*) e as respectivas auto-fungbes sdo dadas por

B

X,(X)=coso,x——seno,x,n>1.
O,

n

OBS: Os auto-valores sao simétricos em relagdo a origem.

Portanto, o candidato natural a solu¢do é dado por

u(x,t) = chewxzaﬁt (cos o.X— Gﬁsen anxj ,(x,1) €[0, L]x]O, +o[ .
n=1

n

Com os coeficientes satisfazendo

f(x) =ch(c030nx—6ﬁsen o.X),0<x<L . (%)

n

OBS: A série (**) pode ser interpretada como uma série de Fourier generalizada.
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Supondo que a série (**) pode ser integrada termo a termo (por exemplo, se a convergéncia for
uniforme) pode-se obter os coeficientes ¢, de modo analogo ao empregado na série de Fourier,
bastando para isso estabelecer certas relagdes de ortogonalidade.

Relagdes de ortogonalidade:

Observando que

X"+c?X =0 , X _+02X,_ =0 ,vmn=>1.
Obtem-se que
(62 —c2)X X, =X X! =X X! ,vmn>1.

Entdo

L L L L
(02 =02 X 00,000k =[ DX, X7 =X, X7k = [ X, 0= [ X,0%;
0 0 0 0
= X, (90X 0015 = X, 00X, (0TS

Usando as condicdes de fronteira
X (0)+pX,(0)=X,(L)=0,vn>1
Obtem-se que
L
(af—a;)_.' X (X)X, (x)dx=-X_(0)X/ (0)+ X/(0)X, (0)=0,vm,n>1.
0
Ou sejase M#N entao
L
j X ()X (x)dx=0 ,¥mn>1.
0

Por outro lado, se m=n, entdo

L L L
aﬁj Xﬁ(x)dx:-J‘ xn(x)xg(x)dx=_(xn(x)x;(x)];+j (X! ())2dx , ¥n >1
0 0 0
Como
0, X,(X)=0,c0s0,Xx—fsenoc,x = X, (X) =—o,sen o, X— fCosc,X
Entdo
2y 2 ' 2 2 2
o X (X)+(X, (X)) =0, +p° ,Vn=21.
O que resulta em no seguinte sistema

anzrxf(x)dx+J'L(x;(x))2dx= L(o? + /) ;
° ° :szaﬁj X2(x)dx = L(c? + 2) + X, (0) X" (0)

o2 [ x20oax- [ (00 e = (X, (0% (],

Entretanto, da expressdo para as auto-fungdes obtem-se que X, (0)=1,X (0)=-4,vn>1.
Entdo

Iij(x)dXZ Lo, ;ﬂ;)_ﬂ vn>1.

n

De modo que, se
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f(x)=Zcme(x) 0<x<L
m=1

Entao

ILf(x)Xn(x)dx=cnjLXf(x)dx wn>1
Com

= Lo iﬂ) ﬂj' F ()X, (X)dx ,Vn=>1

O que nos da o seguinte candidato a solugdo

I f (X)[o, coso,x— fsen o, x]dx
u(x,t) = ZZef”‘ ont (o,cos0,x—fBseno,x) ,0<x<L,t>0
L(O-n +ﬁ )_ﬂ

2.4 Problema de Sturm-Liouville

Na dedugdo da equagdo da difusdo do calor obtivemos a seguinte equacgao geral
0
cpou, :a—(kux)+ F(x,t,u)
X

Onde, no caso do material da barra ndo ser homogéneo, tem-se que
c=c(x), p= p(x),k =k(x)

Para aplicacdo do método de separagdo de varidveis exigiu-se que a equacgao fosse linear.
De modo que, é necessario que se tenha

F(x,t,u) = f(x,t)+q(x)u
Além disso, as condi¢Ges de fronteira tem que ser lineares e homogéneas, ou seja,

au(0,t)+bu, (0,t)=0
cu(L,t)+du,(L,t)=0
As quais sdo dadas separadamente em cada um dos dois extremos da barra. Agora veremos o

porque dessa exigéncia sobre as condi¢des de fronteira.
Aplicando o método da separagao das varidveis, ou seja, supondo

u(x,t) = X(X)T(t)
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e substituindo na EDP, onde se denotou r(X) =c(x)o(X), obtem-se que

rO)X )T (1) =k ) X" CIIT (1) +a(x) X ()T (t)

Dividindo por r(X) X (X)T (t)

') _ kX', a(x)
T®  rXx  r(x)

De modo que, existe uma constante separadora A que reduz a EDP ao seguinte sistema de EDO’s:

[KO)X' ()T +q(x) X (X) = Ar(x) X (x) ,0<x< L
Tt)-AT(t)=0 ,0<t<+w0
Que produz o seguinte Problema Espectral:

[KO)X'(X)] +g(X) X (X) = Ar(x) X (x) ,0<x<L
axX(0)+bX'(0)=0, cX(L)+dX'(L)=0

Definicao: Um Problema de Sturm-Liouville é um problema espectral com a seguinte estrutura:

[k()@' (T +a(X)e(x) = Ar(x)e(x) ,a <x <b
a,p(2) +a,9'(a) +a;p(b) +2a,¢'(b) =0
a,,0(2) +a,¢'(a) + a,p(b) +a,¢'(0) =0
onde §; € R e o intervalo ]a,b[ é limitado. Essas condi¢Bes de fronteira sdo denominadas do tipo

separada.
Definigao: Um problema de Sturm-Liouville é regular se as seguintes condi¢Bes sao satisfeitas:

(i) r(x),k(x),a(x) e C([a,b]).
(ii) r(x) >0,k(x) >0 em [a,b].

OBS: Um problema de Sturm-Liouville é singular quando pelo menos uma das duas condi¢des
acima ndo é satisfeita ou se ]a,b[ ndo é limitado. As condicGes de fronteira num problema de
Sturm-Liouville podem envolver simultaneamente os dois extremos.

Lema 5: (Identidade de Lagrange)
Definindo o operador diferencial linear

a
H ]‘_ﬂ&[ x )dxj r(x) "

Entdo, dadas ¢, € C*([a,b]) tem-se que

L [LLely - LIy 1]r(x)dx = - (K()[e' (D (X) - (' (1], -

Prova: Tem-se que
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b b b b
[ Howrox=[ ~((py +appax=-] (koywax- appox
’ b b ’ ! b
~~(kp'y ]+ [ koy'ax= [ apyox

=—(kp'y], +{(k(/)w']z —_L co(kl//’)dX} - j qoy dx

=—(kg'y ] +(koy']. +I —(p(ky') +qey ) dx

b
=—(Klg'y —oy1], + j L[y Jrdx
Ou seja,

_f [Lely - LIy 1]rdx=—(klp'v - oy 1]..

a

OBS: Se @, satisfazem as condigdes de fronteira do tipo separada, entdao
~(k()[P' (X (¥) = (X' (]1; =~k (B)[@' (D) (b) — (b)y'(b)] +
+k(a)l¢'(@y (a)—p(a)y'(a)]

:—k(b)[—%go(b)!//(b)+§(/>(b)l//(b)]+

+k<a)[—§<o(a)w(a)+§«p(a>w(a)]=o

seb,d=0.

Defini¢do: Um problema de Sturm-Liouville regular é auto-adjunto se

(K[ (¥ (x) = (X' (]T; =0
Vo, € C*([a,b]) que satisfazem as condicBes de fronteira do problema.
Definigao: As condi¢des de fronteira do tipo separada sdao denominadas condigcbes de fronteira

auto-adjuntas.
Definigdo: Dada uma fun¢do r(X) >0 e continua em [@,b]. Um produto interno em relacio a

fungdo peso I' no espaco vetorial C([a,b]) é dado por;

<o = [ pLop (9o

OBS: Para um problema de Sturm-Liouville regular auto-adjunto tem-se que

<Ueply > =<o,Ly]>,
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para todo par @, € C*([a,b]) satisfazendo as condi¢des de fronteira.

Teorema de Sturm-Liouville:
Dado um problema de Sturm-Liouville regular auto-adjunto, tem-se que;
(i) Todos auto-valores sdo reais.

(i) Se X, , X, sdo auto-funcBes associadas aos auto-valores distintos 4,, 4, entdo X, e X, s&o
ortogonais sobre [a,b] em relagdo ao produto interno <., .> .
(iii) Os auto-valores sdo todos simples, isto é, a cada auto-valor corresponde apenas uma auto-
funcdo linearmente independente. Além disso, eles formam uma sequéncia infinita crescente

A <A, << Ay <---com lim A, =40 .

n—o

(iv)Sejam X, X,,... as auto-fun¢des normalizadas, entdo dada feCp([a,b]) com

f'e C,([a,b]) vale a seguinte expansdo
fxXN+f(x) x
—_—= E c X (x ,a< X< b
2 - n n( )

onde

b
cn:j FOOX. (Or(0dx=<f,X_ > ,vn>1.

OBS: Se f for continua em [a,b] entdo a série de Fourier generalizada converge para f(X) para
todo x €[a,b].

OBS: X, é normalizada quando se tem

b
I XZ(x)dx=1,vn>1.

2.4 Equagao ndao-homogénea

O método da separac¢do das varidveis pode ser empregado na resolucao de EDP’s lineares ndo-
homogéneas. De fato, dado o seguinte

u, =a’u, +F(x,t),(xt) €0, L[]0, +oof

XX

PVIF : u(0,t)=u(L,t)=0 ,0<t

Se tivéssemos F =0 a solucdo seria dada por

- 2.2 2.2 Nz
u(x,t)= » be """ sen—x ,0<x<L,t>0.
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Com os coeficientes bn sendo os coeficientes de Fourier da extensdo a toda reta, impar no

intervalo ]—L, L] , periddica, periodo 2L, de f . Por esse motivo e por analogia com o método
da variagdo dos parametros utilizado na teoria da EDO’s lineares, tenta-se uma solugao do tipo

C nz
u(x,t) = E c,(t)sen—x
L
n=1
Substituindo na EDP obtem-se formalmente que

o0 o0 2
, Nz T nz
E c (t)ysen—x = E (—a® = n*)c, (t)sen —x+F(x,t) (*)
- L - L L
n=1 n=1
Supondo que para cada t >0, F(X,t) admite uma representagdo em série de Fourier de senos, ou
seja

F(x,t)=ZFn(t)sennTﬂx ,0<x<L,t>0.
=1

Entdo, substituindo em (*) e utilizando-se as relacGes de ortogonalidade, obtem-se a seguinte
sequéncia de problemas de Cauchy:

2_2
nrz

L2

¢ +a? c.(t)=F(t),t>0

Lt ,n>1
Nz

C Oz—j f (x)sen — xdx

(O =7 f(x)sen

Cujas solugbes sdo dadas por
—aznzﬂzt/LZ —aznzzrzt/Lz ‘ azr]z/Z'zZ'/Lz
c,(t)=c,(0)e +e F,(7)e dr ,n>1.
0
Portanto, a solugao formal do PVIF é dada por

i t
2.2 _2./12 2,2 2 2 n
u(x,t)=2(cn(0)e‘0‘”’”’L +IO F(r)e ™" (t"”LersenTﬂx L0<x<L,t>0
n=1

Entretanto, nem todo PVIF com equag¢do ndao-homogénea exige o emprego do método da variagao
dos parametros. Vejamos um exemplo dado pelo difusdo do calor numa barra finita, com
superficie lateral isolada e extremidades mantidas a 0°C. Suponhamos que uma fonte de calor
interna gera calor a uma taxa constante a °C. Neste caso, 0 modelo matematico é dado pelo

u =a’u,+a ,(xt)€l0, L[x]0,oo[
PVIF : u(o,t) =u(L,t)=0 ,t>0
u(x,0)=f(x),0<x<L
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Neste caso podemos reduzir a EDP inicial a uma EDP homogénea através da utilizacdo de uma
fungdo auxiliar g(X) tal que W(X,t) =u(X,t)—g(X) seja solugdo do seguinte

W, =a’w,, ,(x,t) €]0, L[x]0, oo
PVIF:Jw(0,t)=w(L,t)=0  ,t>0

w(x,0)=f(x)—g(x),0<x<L

Para isso é necessario que

g”(x)=—i2 = g(X)=— azx2+clx+c2 ,0<x<L.
a 20

Impondo as condi¢des de fronteira, obtem-se que C, = aL/2052,C2 =0. Portanto, a solucdo do
PVIF ndao-homogéneo é dada por

a e nz
u(x,t)=—2x(L—x)+ane UL sen — x
20 - L
Com

L
b, =EI [f(x)—g(x)]senn—”xdx ,n>1.
LJo L

2.5 Condig¢des de fronteira ndo-homogéneas

Até agora consideramos apenas PVIF’s com condi¢des de fronteira homogéneas. E chegada a hora
de abordarmos o problema de difusdao do calor numa barra finita submetida a temperaturas nao
nulas nas extremidades. Neste caso, o0 modelo matematico sera dado pelo seguinte

u =a’u, ,(xt)el0,L[x]0,+oo[
PVIF :| u(0,t) = h,(t),u(L,t) = h,(t),t >0
u(x,0)=f(x) ,0<

A abordagem desse tipo de problema consiste no emprego de uma mudanga da variavel
dependente de modo a torna-lo um problema com condi¢do de fronteira homogénea.

Supondo que é possivel encontrar uma fun¢do V(X,t) de classe C? tal que

v(0,t) =h (t) ,v(L,t)=h,(t) ,¥t>0
Entdo se U(X,t) é solugdo do PVIF inicial, teremos que W(X,t) =u(X,t)—Vv(X,t) serd solugdo do
seguinte
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W, = a®W, +a’v, —V, ,(X,t) €]0, L[x]0, o[
PVIF : w(0,t)=w(L,t)=0 ,0<t<o
w(x,0) = f(x)-v(x,0) ,0<x<L

De modo que, se pudermos determinar uma fungdo V(X,t) que seja solugdo da equagdo do calor
homogénea, entdo W(X,t) =u(X,t) —Vv(X,t) serd solugdo do

W, =a’w, ,(x,t)€]0, L[]0, o[
PVIF :S w(0,t) =w(L,t)=0 ,0<t<o
w(x,0)= f(x)—v(x,0) ,0<x<L

Ou seja
- 22 2.2 Nzt
W(x,t)=ane @l gen —x
=1 L
Com

2 [t n
b, =—J‘ [f (x)—v(x,O)]sen—ﬂxdx ,vn>1.
L Jo L
Sendo assim, a solucdo do PVIF original sera dada por

u(x,t) =v(x,t) +ane’“2“2”2‘“2 sen 2y 0<x<L,t>0
n=1 L

Exemplo: Barra com extremidades a temperatura constante. Tem-se o seguinte modelo
matematico:

u =a’u, ,(xt)e€l0, L[xR*
PVIF :{ u(0,t)=a,u(L,t)=b,t >0
u(x,0)=f(x) ,0<x<L

Definindo a fungdo V(X t)=a+(b—a)x/L, tem-se que v(0,t)=a,v(L,t)=Db,v,-v, =0.
Logo, W(X,t) =u(x,t) —v(X,t) é solugio do seguinte
W, =W, (X,t) €]0, L[xR*
PVIF : w(0,t) =w(L,t)=0 ,t>0
w(x,0)=f(x)—a+(a—-b)x/L,0<x<L

De modo que,

N2 ] e
W(x,t)_;[EL [f(x)—a+(a—b)x/L]senTxdx}e senTx .
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Portanto,

o0

2 (- Nz 22 22 Nz
u(x,t)=a+((b-a)x/L+ —J- f(x)—a+(a—b)x/L]sen—xdx [e * " VY sen —x
(x.t)=a-+(b-a) Z[L [f(x)-a+(@-b)x/Llsen=" } ;

n=1
sera a solugdo do PVIFse T e C([O,L]), f'eC ([O,L]).

Exemplo: Barra com extremidades a temperatura variando linearmente. Neste caso, tem-se o
seguinte modelo matematico;

u, =a’u, ,(xt) €0, L[x]0, [
PVIF :qu(0,t) =a, +a,t,u(L,t) =b, +b,t,t >0
u(x,0)=f(x) ,0<x<L

Definindo a seguinte fungao auxiliar
v(x,t) =a +at+[(b +b,t)—(a +a,t)]x/L .
Tem-se que

v(O,t)=a, +at ,v(L,t)=b +bt,vt>0
v, —a’v, =a,+(b,—a,)x/L .

Entdo deve-se “corrigir” V(X,t) de modo a torna-la solugio da equagdo homogénea do calor.
Tomando uma fungdo “corretora” J(X) tal que

2
a2%5(X)=ag+(b2—a2)X/L , 5(0)=5(L)=0. (PVF)

Obtem-se que a fungdo “corrigida” V(X,t) =v(X,t)+0(X) é solugdo da equagdo do calor
homogénea e satisfaz

V(0,t)=a +at ,V(L,t)=b +bt,vt>0.

Para resolver o (PVF) acima basta integrar duas vezes a EDO e obter que
X2 X
2
ao(X)=a,+a,x+a,—+(b,—-a,)—
4 T8 275 2= %) e
Entdo impondo as condi¢Bes de fronteira, obtem-se que a, =0,a, =—a,L/2+(a,—b,)L/6, ou
seja

S (b,-a,)
o(x)= x(x L) +-—=——>== Lo’ x(x*—1%) .

Assim, W(X,t) =u(X,t)—V(X,t)é solugdo do PVIF com condicdes de fronteira homogéneas e

portanto
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u(x, t)_

(2 a) 2 ~antAIL nz
L)+ » be*"” —X
6La )Z L

com

(b,—a) 2 2 nz
b, L.[ {f(x) (aﬁ(b1 al)x/L+ x(x L) +-—=—=2= oL X(X L)jsen Lx}dx,nzl

é a solucdo do PVIF inicial.

2.6 Principio do Mdaximo e Unicidade

Consideremos o seguinte

o+ F(X,t) ,(x,t) €]0, L[xR*

u(0,t) =h,(t),u(L,t) =h,(t),t >
u(x,0)= f(x

(1)

Ja conhecemos sua solugdo formal. Para provarmos que PVIF acima é “bem posto” no sentido de
Jacques Hadamar teriamos que provar os seguintes itens;

(i) Existe uma fungdo Uu:[0,L]x[0,4c[—> R tal que u,,u, sdo continuas em ]O,L[xR" e
u(x,t) satisfaz a EDP, as condi¢des de fronteira e a condigdo inicial. (Existéncia de solugdo)

(ii) A solugdo é Unica. (Unicidade da solugdo)

(iii) A solugdo depende continuamente dos dados iniciais. (Estabilidade da solugdo)

Vejamos a questdo da unicidade. Supondo que U,(X,t) e U,(X,t)sdo duas solugdes do PVIF,
obtemos que W(X,t) =u,(x,t) —u,(X,t) é solugdo do seguinte

W, = a’w, ,(x,t) €]0, L[xR*
PVIF :<w(0,t) =w(L,t)=0,0<t <o (2)
w(x,0)=0 ,0<x<L

A unicidade da solucdo sera obtida se provarmos que W=0 em ]O,L[xR". Para isso,
utilizaremos o seguinte resultado

Teorema: (Principio do Maximo)
Seja U(X,t) continua no retangulo fechado

7 ={(x1) e R*:x X< X, 4, <t <t}

Satisfazendo a equacdo homogénea do calor no retangulo aberto
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7 ={(xt) e R? 1 x, <x<x,t, <t<t}
Ent3o, o méximo (e o minimo) de U(X,t) é assumido em um dos seguintes lados de %
L ={x=x;t, <t<t,}, L, ={x=x,;t, <t<t,}, L ={t=t;x <xX<x}.
Prova: (Privalov)
Sejam M o valor maximo de U(X,t)em ./ e m o valor maximo de U(x,t)em I, Ul,Ul,. 0
objetivo é provar que M=m. Supondo, por contradicdo, que M>m. Seja
(X, Yo) € 7 \ (I, UL, UL,) onde u(x,t) assume seu valor méximo. Definindo a fungo

_ M-m)
v(x,t)_u(x,t)+—4L2 (X=%,)",

onde L=X, —X .Comoem |, Ul, Ul,tem-se que
u(x,t)sv(x,t)<m+%L2 <M, e V(X,,t,) =u(X,,t,) =M .

Ent30 o maximo de v é atingido em um ponto (X*,t*) €.~ \ (I, Ul, UL,).

OBS: (Critério para méaximo relativo (Xx*,y*)eD(f)de uma fungdo de classe
C% f:D(f)cR* > R);
VE(x*,y%) =(0,0) e (2 -, f, )(x* y*) <O f, (x*y*)<0.

De modo que,
Vv, (X*5,t*) =0 e v, (X*,t*) <0 .

Por outro lado, tem-se que

v, (x,t) =u,(x,t) e v (x,t) =u,(X,1) +% -
Logo,
v, (X%, t%) —a®v, (X%, 1) = U, (X5, t%) —a’u (X%, %) —a? % =—a’ % <0
Ou seja

0=V, (X t%) < a’v, (X5 t*) =V, (xX*1%) >0 .

O que é um absurdo! Portanto, U(X,t) assume seu maximo em |, Ul, Ul,, ou seja, M=m. Para se
obter que o valor minimo também é atingido em |, Ul, Ul, basta observar que —u satisfaz a

equacao do calor homogénea e que o minimo de U é igual a —maximo (—u).

Aplicagdo ao PVIF (2): Seja w solugdo de (2). Entdo dado T>0 tem-se que w satisfaz a equagdo
homogénea do calor no retangulo

2 ={(x,t) eR*:0<x<L,0<t<T}.
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De modo que, pelo Principio do Maximo (e do minimo) tem-se que

0<w(x,t)<0 ,V(x,t)e.~ .
Como T>0 é arbitrario conclui-se que

w(x,t) =0, V(x,t) €]0, L[xR" .
Portanto,
u (X, t) =u,(x,t) ,V(x,t) €[0,L]xR" .

A estabilidade da solucdo é consequéncia imediata do seguinte resultado, que por sua vez e
consequéncia do Principio do Maximo.

Teorema: (Dependéncia Continua da Solugdo em relagdo aos dados iniciais)
Sejam f,(x), f,(X) continuas em [0, L] e sejam U, U, respectivas solugdes do seguinte

u =a’u, ,(xt)el0,L[xR"
PVIF :< u(0,t) =u(L,t)=0,0<t<o ,i=12
u(x,0) = f.(x) ,0<x<L
Neste caso, tem-se que
max_|u, (X, t) —u, (X, t)| < ?Qf‘ﬁ f,(x) - f,(x)| .

(x,t)e.~

2.7 Temperatura de Equilibrio

Dado o seguinte

u, =a’u, +9g(x),(xt) €0, L[xR*
PVIF : 4 u(0,t) = h,(t), u(L,t) = hy(t) ,t>0
u(x,0)=f(x),0<x<L

Definigdo: Uma solugdo assintdtica do PVIF acima é uma fungdo U (X) tal que

tIlrl;lo(u(x,t)—u(x,t)):O

onde U(X,t) é a solugdo do PVIF. Se existir uma solucdo assintética independente do tempo
U (X) ela sera a temperatura de equilibrio e V(X,t) =u(x,t) —U(X) serd a parte transiente da

solucdo, ou seja, a solucdo do PVIF serd a soma de uma parte transiente com uma parte
estaciondria (ou regime permanente ).
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Exemplo: Dado o seguinte

u(0,t)=a,u(L,t)=b,t >0
X,0)= f(x),0<x<L

Definindo V(X,t) =u(X,t) —U (X) tem-se que V(X,t) é solugdo do seguinte

v, =a’v, —a’U"(x)+g(x),(xt) €0, L[xR*
PVIF:{ v(0,t)=a—U(0),v(L,t)=b—U(L),t >0
v(x,0)= f(x)—g(x),0<x<L

De modo que, se U for solugdo do seguinte problema de valor de fronteira

pyE J2U () =0(x) ,0<x<L
| U@©@=aU()=h

Teremos que V(X,t) sera solugdo do seguinte

Vv, =a’v,, ,(xt)€l0, L[xR*
PVIF :< v(0,t) =v(L,t)=0,0<t <
v(x,0)=f(x)-U(x),0<x<L

Cuja solucdo, conforme sabemos, é dada por
nz

v(x,t)=> be " sen—x .
n=1 I—
com

2L nz
b, :Ejo [f(x)—U(x)]senTxdx ,Vn>1.

Assim, obtemos que
u(x,t) =v(x,t) +U(x)

onde

t—+o0

. . > 202 20112 1V/4 e . 202 20112 nx
limv(x,t) = lim > b e " " sen—x=> b, lime™“" """ sen—x=0 .
t—>+o0 t>o0 £ L L

n=1

Portanto, U (X) serd a temperatura de equilibrio do PVIF inicial uma vez que

tIirllu(x,t) =U(x) .
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