3. A Equacao da Onda

3.1 Equacao da onda unidimensional: pequenas oscilagdes de uma corda

Deducdo do Modelo Matematico:

Por corda entende-se um fio fino e flexivel. Supondo que, em estado de equilibrio, a corda
coincida com o eixo-x, nosso estudo limitar-se-a ao caso de pequenas oscilagdes transversais.
Por transversal designa-se a oscilacdo que se realiza em um plano que contém o eixo-x e no
qual cada elemento da corda se desloca perpendicularmente eixo-x. Representaremos por
u(x,t) o deslocamento transversal de cada ponto X da corda no instante t a partir da sua
posicdo de equilibrio.

u(x.t)

Fig. 3.1
As seguintes hipdteses sdo necessarias para a fundamentagdo das consideragdes posteriores;
(H1) Todas as forgas de atrito, tanto internas quanto externas, ndo serdo consideradas.
(H2) A forga gravitacional é pequena quando comparada com as tensdes na corda.

(H3) As amplitudes u(x,t) das oscilagdes e suas derivadas sdo pequenas, de modo que seus
quadrados e produtos serdo desprezados nos céalculos quando comparados com a unidade.

Par obtermos o modelo matemadtico analisaremos todas as for¢cas atuando numa pequena
secdo da corda num certo instante t. Supondo que o perfil da corda no instante t seja dado
pela figura abaixo, onde o segmento [x , X+AX] se deformou no arco de curva M;M,.
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x+sAx

Fig.3.2

O comprimento do arco M;M,no instante t é dado por

X+AX a 2
S= j 1+ A dx .
OX
X
Em virtude de (H3) obtem-se que

S~AX.

Desse modo quando se estuda pequenas oscilagbes ndo ha variagdo no comprimento do
segmento [X , X+AX]. De modo que, pela Lei de Hooke, pode-se concluir que a intensidade da
tensao, T, em cada ponto, ndo varia com o tempo, ou seja, que a varia¢do da tensdo durante o
movimento ndo é levada em conta em relagdo a tensdo de equilibrio T,. Aqui T, é a tensdo a
qual esta submetido o segmento [X , X+AX] na posicdo de equilibrio.

E possivel mostrar que a tensdo T pode ser tomada como independente de x, isto é, pode-se
considera-la igual a tensdo T,. De fato, as forgcas que atuam sobre o arco M;M, sdo as
seguintes;

F1) As tensGes T(X), T(x+AX) tangenciais a corda.

F2) As forcas externas: uma forca externa poderia ser aplicada a qualquer ponto da corda em
qgualquer instante; alguns exemplos seriam:

2.1- gravidade: F(X,t)=-mg.
2.2- impulsos ao longo da corda em diferentes instantes de tempo.
F3) As forgas de inércia:

3.1- forgas de atrito: F(X,t) =—pu,(x,t), f>0.
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3.2- forgas restauradoras: F(X,t) =—yu(x,t), y >0.
3.3- peso do segmento [x , x+Ax]: F(X,t) =—Peso =—-ma =—(p(Xx)Ax)u,(X,t).

Como, por hipétese, o movimento é na direcdo perpendicular ao eixo-x e as forgas externas e
de inércia também tem direcdo perpendicular a esse eixo, deduz-se que o arco M;M, nao
possui aceleracao na direcao do eixo-x, isto é, a resultante das forcas na direcdo do eixo-x é
nula. Entdo, representando por 6 o angulo agudo que a direcdo de T faz com o eixo-x no
instante t, tem-se que

T(X+ Ax)cos@(x + Ax)—T(x)cos(x) =0 .
Da hipodtese de serem pequenas as oscilagcdes obtem-se que

1 _ 1
JIHtg20(x) |1+ (u,)?

cosé(x) = ~1.

Resultando que
T(X+AX)=T(X) .
quaisquer que sejam os pontos da corda. Assim T ndo depende de X e serd identificada com T,
para todo X e todo t.
Vale a pena lembrar o Principio de D’Alembert:

“Num sistema material em movimento as for¢as nele aplicadas e as forgas de inércia se
equilibram”.

A equacdo diferencial para pequenas oscilagbes de uma corda serd deduzida mediante a
aplicacdo desse principio. Para tanto serdo explicitadas as forcas que atuam na corda. Viu-se
que, devido as condi¢des impostas, as forgas responsdveis pelo movimento sdo as
componentes das tensGes nas direcdes dos deslocamentos perpendiculares, as forgas externas
e as forgas de inércia. Analisando essas forgas obtem-se:

1. A resultante das tensées na dire¢ao perpendicular, no instante t, é dada por;
F, =T,[sen 8(x + Ax) —sen 6(x)]
Sendo que

t9go(x)
JIHg20(x) |1+ (u,)?

1

u

X

senf(x) =

Conclui-se que
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X+AX 2
F=T, (auj (a“j Toja—gdx
OX )yinx \OX OX

2. A resultante das forcas externas na direcdo perpendicular, no instante t, é dada por:

X+AX

F,= J. p(x,t)dx

X

Onde p(X,t) é a distribuicdo das forcas externas por unidade de comprimento atuando sobre

a corda na direcdo perpendicular, no instante t.

3. A resultante das forgas de inercia: se p(X) for a densidade linear da corda ent3o a massa
do segmento [X,X+AX] da corda é p(X)AX e a resultante perpendicular das forcas de inercia

sobre esse segmento serd, no instante t, dada por
—p(X)Axu,

uma vez que ndo se esta considerando as forcas de atrito e restauradoras. De modo que a
forga de inercia atuando sobre todo arco M;M, ,no instante t, é dada por

X+AX

F, = J‘ —p(X)u,dx .

Aplicando o Principio de D’Alembert conclui-se que

X+AX

J[ 222 p(x)—+p(xt)}dx 0.

X

Qualquer que seja o segmento [X,X+AX] para todo t > 0. Supondo o integrando é uma funcdo
continua, obtem-se necessariamente que

p(x)utt :Touxx + p(X,t)

Esta é a equacgdo diferencial para pequenas oscilagdes de uma corda flexivel sob acdo de uma
forca externa p(x,t) desprezando-se a s forgas de atrito e forcas restauradoras. Quando se tem
p(X) constante, obtem-se a EDP:

o°u o’u
o —cza ~+F(x,1)
T X
Onde c°=-% e F(X,t)ZM. No caso de se considerar as forgas de atrito e
P P

restauradoras obtem-se a equagdo do telégrafo:
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u, =c’u, — Bu, —yu+F(x,t)].

3.2 O Método de d’Alembert

Obtida uma equacdo diferencial parcial descrevendo determinado fenémeno, somos
confrontados com o problema de saber se existe solucdo e se essa solucdo é unica. Outra
questdo extremamente importante nas aplicacdes é saber se as solu¢ées de um determinado
modelo matematico variardao pouco quando os dados iniciais e de fronteira sofrerem pequenas
modificagbes, uma vez que tais dados sdo obtidos através de medidas experimentais que
portanto sempre apresentam um erro, ou seja sdo sempre aproximagdes. De modo que é
importante saber se existe uma dependéncia continua das solugées em relagdo aos dados
iniciais. No caso da corda, as condig¢Oes iniciais sdo dadas pela posicdo da corda e pela
velocidade de cada ponto no instante inicial t = 0. A dependéncia continua seria entdo o
problema de saber se, observadas duas posicdes iniciais ug e v, e duas velocidades iniciais u; e
v1, sendo ug proxima de vg e u, proxima de vy, resulta em se ter a solugcdo u obtida de uy, u; e
a solucdo v obtida de vy, v, suficientemente préximas. Esses trés quesitos impostos a um PVI
(Problema de Valor Inicial) constituem o critério de Hadamard para boa postura de um PVI.

Utilizaremos o modelo matematico para corda infinita para montagem do PVI e o método
criado por d’Alembert para provar que o PVI é bem posto, mediante certas hipdteses naturais
sobre os dados iniciais. Tal método baseia-se em uma mudanca de variaveis visando simplificar
a equacdo. Com o objetivo de encontrar a mudanca conveniente considera-se a aplicacdo
linear

(x,t) > (&.m)
do R? no RR? dada por
E=EX ) =ax+ Bt , n=n(x,t)=yx+5t.
onde supomos ad — By # 0 para que tal mudanga seja invertivel.

Modelo Matematico para corda infinita livre e homogénea;

U, =C%U,, ,—00< X <+0,t>0
PVI 3 u(x,0) =u,(x) ,—o0< X<+
U (x,0)=u,(x) ,—o<X<+0

Tem-se que

ou ouo& ouon ou ou
:——-}-__:a__}_}/_
OX 0&0ox 0n ox o& " on
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ou_ouos oudny_

ﬂa_§+68_77
ot ocot onat ot Cat

'u o (eu) 0 (éu 0 (éu , 0U ou  ,0d%
= =—|—|la+—| —=|r=a" —+2ar +y —

o2 ox\lox) aclax)”  onlox 02 ocon | on
2 2 2 2
8_12,1:g(ﬁ_u):i(é_u)ﬂ+i(8_u)5:ﬂ28_g+2ﬂ5 o +526_L;
o atlat) aclat )  anleat PE oson on

De modo que
2 2 2 2 2 2 2.2
U, —cU, =0 (B —c’a’)u, +2(Bo —c ay)u,, + (6" —cy)u,, =0
Logo, para reduzir a forma candnica desejada impomos que
[ —cta’®=6°-c*y*=0 e fS—C’ay #0 .
Portanto se f =Ca e o =—Cy obtem-se que
L6 —Cay = (ca)(—cy) —c’ay = -2c*ay #0

pois por hipétese 0+ ad — By = a(—Cy) —y(Ca) =—2Cay . Assim, uma boa mudanca é
dada por

{é = a(x+ct)
n=y(x-ct)

Sendo @,y nuimeros reais ndo nulos podemos tomar o =y =1 e obter a seguinte equagdo

transformada

2
—4¢? ou =0 ouseja i 8_u =0
0&on on\ o0&

Integrando em relagdo a 77 obtem-se que

¢
2_;:h(g):>U(§,77)=Ih(§)d§+g(ﬂ)= f(&)+a().

Onde f,Qg sdo funcgdes de classe C? em R . De modo que, a solucdo de D’Alembert é dada
por
u(x,t) = f(x+ct)+g(x—ct)

Assim obteve-se uma “solu¢do geral” para uma EDP, fato excepcional na teoria das EDP’s!
Para obtermos dessa solucdo geral uma unica solu¢do do PVI, basta impormos as condicGes
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iniciais. Outro fato raro na teoria das EDP’s! Para isso precisamos supor que Ug é de classe C“ e

, 1 .
U; é de classe C"em IR . Com isso obtemos que

U(x,0) = (X)+g(X) = U (¥)
{ U, (%,0) = cf '(x) — cg’(x) = U, (¥)

Ou seja
(0 +9(x) = t(X)
1 X
f(0-900 = [ w(©dsc,
Ou seja

X

£(x) =%u0(x)+2—lcjo U, (s)ds +2
900 =300 4 [ ()53
0 que implica em
f(x+ct)=1u,(x+ct)+ %Lw u,(s)ds + 2

x—ct
9x-ch) =uy(x-ch) % [ u(s)ds—3
0

Portanto a solugao de D’Alembert do PVI é dada por

X+ct

u(x,t) = %[uo(x o)+, (x—ct)]+ 2—1C I u(s)ds

X—C

Férmula obtida em 1747. Assim, provou-se a existéncia e também a unicidade, ja que se existir
uma outra solugdo V(X,t) do PVI com as mesmas condi¢cdes iniciais entdo pela prépria

férmula obtem-se que U=V.

Facamos a verificacdo da dependéncia continua em relacdo aos dados iniciais. Sejam
(Uy,U,),(Vy,V,) dois dados iniciais e sejam U(X,t),v(X,t) as respectivas solugdes do PVI.

Novamente, pela férmula de d’Alembert obtem-se que

u(x,t) —v(x,t)| < %|uo(x +Ct) — Vo (X +ct)| +%|uo(x —ct) —Vy(x—ct)|+

X+ct

1
+Z I |u, () — v, (s)|ds
x—ct

Entdo dado £ >0 pode-setomar 6 =&/(1+T),T >0 e obter-se que
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lux.t)—v(x,t)|<e ,vxeR,0<t<T
se
lu () —-v,(x)|<8 ,i=01.
Portanto, o PVI da corda infinita é bem posto!

Exemplo: Dado o seguinte

Uy = U, ,—0<X<00,t>0
PVI:qu(x,0)=x* ,—0<X<o0
u(x,00=2 ,—o<x<o

Determine o valor da solugdo no ponto (1,2).

Pela férmula de d’Alembert, tem-se que

X+t

u(x,1) :%[(XH)Z +(x—t)2]+% I 2ds = X2 + 12+ 2t
x—t

De modo que, U(1,2)=9.

3.3 Interpretac¢do da solugdo de d’Alembert

Considerando-se uma fotografia da onda no instante t =0 (posi¢do inicial U,), obtem-se o
grafico da fungdo Uy(X) =u(x,0), onde u(x,t) é a solugdo da equagdo da onda e U, é o perfil
inicial da onda. Supondo-se a velocidade inicial nula (U, =0) obtem-se que a solug&o se reduz

a
u(x,t) = %[uo(x +Ct) + Uy (x —ct)]

Observamos primeiramente que o grafico de U,(X—Ct) é obtido do grafico de U,(X)
transladando de Ct, no sentido positivo do eixo-x. Do mesmo modo, o gréfico de uO(X +ct) é
o transladado do grafico de U,y (X) no sentido negativo. A parte da solugdo U,(X —Ct) ¢, entdo,

uma onda com perfil UO(X) propagando-se no sentido positivo do eixo-x com velocidade de
propagacdo igual a C. Essa onda chama-se onda progressiva ou onda do futuro.
Analogamente, a parte UO(X +Ct) é uma onda que se propaga com mesma velocidade porém

no sentido oposto e recebe o nome de onda regressiva ou onda do passado. A solucdo
u(x,t) serd a superposicdo dos dois movimentos. Embora, de acordo com o que foi visto, a

~ . ~ 2
onda-solugdo seja representada por uma fungdo de classe C°(no caso em que se tem U, =0),
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para facilitar a analise grafica, vamos considerar uma funcdo de classe C° por partes como no
caso da Corda Dedilhada.

Consideremos uma onda cujo perfil inicial seja dado pela funcao

Xx+1 —-1<x<0
Uy(X)=<—x+1, 0<x<1
0, x<-1x>1

Entao
X+ct+1, —-1-ct<x<-—ct
Uy(X+ct)=9—x—ct+1, —ct<x<l-ct
0, Xx<-1-ct,x>1-ct
e

Xx—ct+1, —-1+ct<x<ct
Up(X—ct) =9 —=x+ct+1, ct<x<1+ct
0, Xx<-1+ct,x>1+ct

Fazendo t=t =n/2c,n=0,12,--- obtem-se uma visdo clara de que Uy(X—Ct)é

progressiva e Uy(X +Ct) é regressiva

i
t=0
N
// \\
7 T
- ™
_1 1 x
u
t=1/2¢
172
32 -] 32 x
i
t=1/c
172

-1 1 x

Fig.3.3
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OBS: Uma corda para poder ser dedilhada ndo poderia ser infinita pois seus extremos teriam
que estar fixos.

3.3.1 Dominio de Dependéncia:

Deduz-se da férmula de d’Alembert que o conhecimento da solugdo U do PVI no ponto (X,t)
depende apenas dos valores dos dados iniciais no intervalo [Xx—ct,X+cCt], isto é dado
(X5,t,), o valor da solugdo neste ponto sé dependo de U,nas extremidades de
[x, —Ct,, X, +Ct;] e de U, sobre este intervalo. Observamos que qualquer alteragdo em U, e

em U, fora desse intervalo ndo altera a solugdo no ponto (X,,t,). Por isso, define-se o

intervalo
D(u, Xy, t,) ={xeR:x,—ct, <X <X, +Ct,}

como sendo o dominio de dependéncia da solugdo U no ponto (X,,1,) .

xo-cto X0 xo+cto X

Dfu,xo,tg)

Fig.3.4

3.3.1 Dominio de Influéncia:

Agora tomando X, no eixo-x, queremos saber quais sdo os pontos (X, t) nos quais a solugdo se
modifica quando se alteram os valores de Uye U em X, ? Isto é, quais sdo os pontos (X, 1) tais
que X, pertence ao seu dominio de dependéncia? Observando-se a figura 3.4 conclui-se que
sd0 os pontos pertencentes ao cone no semi-plano superior t>0, com vértice em (X,,0) e
lados t=%(X—X,)/C. Essa regido (vide figura 3.5) é denominada dominio de influéncia na

solugdo do ponto (X,,0) e é dada pelo cone futuro

I(u,%,) ={(x,t) e R*: x, —ct < x < X, +ct,t > 0}
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(1)

x-‘rC? xX- CI

x-ct xp X+ct X

(x.7)

X-Ccr=xp x+ct=xp

Fig. 3.5

No exemplo anterior tem-se que no ponto (3,2)
D(u,3,2) ={xeR:1<x<5}.

As caracteristicas por esse ponto s3o as retas: t =X—1 e t =5—X. O dominio de influéncia é
o cone com vértice no ponto (3,0) limitado pelasretas: t=X—3 e t =3—X pois c=1.

I(u;3) ={(x,t):3—t<x<3+t,t>0}.

Resumindo se perturbarmos U, ou U, em (X,,0) essa perturbagdo sera observada no referido

cone paratodo t>0.

O dominio de influéncia de um intervalo [X;, X,] é a uni&o dos dominios de influéncia de cada

um dos pontos do intervalo (vide figura 3.6). Tomemos um ponto (X,,t,) do plano Xt. Da

féormula de d’Alembert tem-se que

X —Cl

U(Xo'to) = %uo(xo _Cto) _z_ch

Xo+Cl

f
U, (5)ds + U (%, +Ct,) +2—1CI ,(5)ds
0

ou seja
(X5 1) = @(X, —Cty) + (X, +Cty)

Logo, (o(X—Ct) é constante ao longo da caracteristica: X—Ct=XO—Ct0,ou seja
p(x—ct)=@(x,—Ct;)), a onda do futuro possui deslocamento constante sobre essa
caracteristica. Do mesmo modo, w(X—Ct)é constante ao longo da caracteristica:

X+Ct=X,+Ct, , ou seja, a onda do passado possui deslocamento constante sobre essa
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caracteristica. Na figura 3.6 as caracteristicas por X, e X,dividem o semi-plano t >0 em seis

regioes.

Fig. 3.6

Na regido |, tem-se a superposicao da onda do futuro com a onda do passado, isto é os pontos
de | sdo afetados pelas ondas progressivas e regressivas que tiveram inicio em pontos do

intervalo [Xl,XZ]. Na regido Il, os pontos sdao perturbados apenas pelas ondas regressivas,

enguanto na regido lll, os pontos sdo perturbados apenas pelas ondas progressivas. Os pontos
das regides IV e V sdo tais que seus dominios de dependéncia ndo interceptam o intervalo

[X,, X,], ou seja, os pontos dessas regides ndo sdo afetados pela perturbago inicial. Na regido

VI, tomemos um ponto genérico (X,,1,), tem-se que

Xo+Cly

(1) = 3 (% + ) + Uy ~Ct)] 2 | ()

Xo—Cto

onde X, —Cty, X, +Ct, ¢[X,,X,] o que implica em U,(X, +Ct;) =U,(X, —Ct,) =0. Logo, no

ponto (X,,1,) de VI resta apenas

u(oty) =5 [ w(@de

Xy

O que significa que nesses pontos o sinal ja passou, deixando apenas o “tra¢o” de sua
passagem dado pelo deslocamento constante

[ w@ae.
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O fendmeno de Huyghens: Quando a velocidade inicial é nula, U, =0, (o caso da corda

dedilhada é um caso particular, pois nesse caso U, possui suporte compacto, isto é anula-se

fora de um intervalo fechado limitado), observa-se um fenémeno interessante: fixado um
ponto X longe da perturbacao inicial, esta perturbacdo demora um certo tempo até alcancar o
ponto X , entdo perturba esse ponto e, em seguida, passa deixando esse ponto em repouso
para sempre. Esse fato, caracteristico de ondas em dimensdo impar, é conhecido como
“fenémeno de Huyghens” e ndo ocorre em dimensdo par (membranas, superficies de liquidos)
onde a perturbacao inicial continua a afetar para sempre o ponto X. Ao contrario do que
ocorre para ondas unidimensionais, no caso de ondas tridimensionais, o fendmeno de
Huyghens ocorre mesmo se a velocidade inicial for diferente de zero.

A integral da energia: Suponhamos que os dados iniciais U, , U, sejam tais que para cada t >0
u(x,t) e suas derivadas parciais até de segunda ordem sejam de quadrado integravel em
relacdo a varidvel X. Por exemplo, isso ocorre se Uy,U, satisfizerem as condi¢bes de
compatibilidade impostas pela férmula de D’Alembert para existéncia de solugdo Unica, isto é

u, € C*(R),u, e C*(R) e além disso se ambas possuirem suporte compacto. Neste caso,
multiplicando a EDP por U, obtem-se a seguinte igualdade
2
UgU, = C U, U,

ou seja

10 ¢’ 0 0

()= (uf) =c—(uu,) .

2 ot 2 ot OX

Integrando em relagdo a X, de —o0 até +oo0, e supondo que

limuu, =0

X—>too

e que é possivel permutar a ordem de integragdo com a derivacdo com relacdo a t ( o que
ocorre nas condi¢Ges acima) obtem-se que

%J‘M(%uf +ul)dx=0. (%)

—00

A integral em (*) é denominada integral da energia e a equacgdo (*) nos diz que a energia é
constante em relagdo ao tempo. De modo que,

| 1(8u 2 ¢ (au ? = 1(ou 2 ¢ au ?
j_w E(E(X’t)j +?(&(x,t)] XZ.L E(E(X'O)j +?(§(X’O)] X =

=, c?(d ?
= —U, (X —| — U, (X X
[ 2u )+2(dx N )]

paratodo t >0 . Esse fato é interpretado como expressando a conservagdo da energia.
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Unicidade da solugdo para o PVI da corda infinita: Através da utilizagdo da conservagdo da
energia é possivel dar uma demonstracdo direta da unicidade da solu¢ao do PVI para a corda

infinita. Supondo que Uje U, satisfazem as condi¢des de diferenciabilidade necessaria para a

existéncia de solugdo classica e que ambas tem suporte compacto, entdo se o PVI possuir duas
solugdes U(X,t) e v(X,t), teremos que W(X,t) =u(X,t)—V(X,t) serd uma solugdo da EDP

com condigGes iniciais identicamente nulas. Pela conservagao da energia obteremos que
+o0 1 CZ
J W (1) + WA (x,t) |dx =0
|2 2
para todo t>0. Como W,W,eC(Rx[0,+x[), entdo necessariamente

w, (X, t) =w, (x,t)=0,VXxeR,Vt>0, o que implica em se ter W(X,t)=cte. Como
W(X,0) =0 conclui-se que W=0 em R x[0,+00[, ou seja, U(X,t) =Vv(X,t) em R x[0,+oo[.

3.4 Vibragdes Forgadas na Corda Infinita

O modelo matematico é dado pelo seguinte

onde U, € C*(R),u, € C*(R) e F é continua em Rx]0, +oc[ .

Seja A=(X,,1,) um ponto arbitrario do semi-plano positivo no qual se deseja calcular a

solucdo. Consideremos o seguinte triangulo caracteristico

B=(x,-ct,0) C={x,+ct,0) *

Fig. 3.7
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onde a orientagdo de 0Q2= ABWBCUCA ¢é dada pelo sentido das setas de modo a ser
coerente com a orienta¢do natural do eixo-X. Integrando-se a equacdo sobre 2 obtem-se

J' (U, —u, )dxdt = I F(x,tydxdt .
Q

Q

. ~ e 2
Para calcular essa integragdo utilizaremos o Teorema de Green. Pondo Q=cu,,P =u,

obtemos que

jdiv(czux —u,)dxdt = q‘) Pdx +Qdt = qSUtdx +c’u dt .
Q [%9]

oQ

Para calcularmos a integral curvilinea sobre 0C) parametrizamos cada um dos segmentos
orientados AB,BC,CA do seguinte modo;

AB: X —cCt=X,—Ct), X, —Cty <X <X,
CA:Xx+ct=x,+cCt), X, < X< X, +Ct,
BC: t=0, X, —Ct, < X< X, +ct

donde obtem-se que dx =cdt sobre AB, dx =—cdt sobre CA e dt =0 sobre BC. De modo
que,

Xo+Cly
("Sutdx +c’u dt = j u, (x,0)dx

Xo—Cf,
BC o

qSUtdx +c’u dt = (J‘)ut (cdt) +c?u, (d?x) = c[u(x, —ct,,0) —u(X,,t,)]

AB AB
S[)utdx +ctudt= (j)ut (—cdt) +cu (- &) = —c<'f>du — _c[u(X,t,) —U(X, +Ct,, 0)]
CA CA ¢ CA

ou seja

Xg+Cty

(j}utdx +c?u dt = J. u, (X)dx + c[u, (X, —ct,) + U, (X, +ct,)] - 2cu(X,, t;)
Xo—Cty

oQ

o que fornece

Xo+Cly
—j F(x,t)dxdt = j U, (X)dx + c[u, (X, — Cty) + Uy (X, + Cty)] — 2¢cu(X,, t,)
Q

X—Cly

E como (X,,t;) é arbitrario, conclui-se que

x+ct

u(x,t) = %[uo(x+ct) + uo(x—ct)]+z—lcj

x—ct

0 (s)ds + — j F(x,t)dxdt
2c)
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Onde

_[ F(x,t)dxdt = Lt j e ndedr

x—c(t-7)

Exemplo: Calcular a solucdo do seguinte

U, =U, +1,-0< X<, t>0

PVI :Ju(x,0) = x? ,—00 < X < 00
u(x,0)=1 ,—00 < X < 00
Tem-se que
X+t t x+(t-7)
1 ) 1 1
() = ST+ (=) ]+§Ids+EI I dsdr
x—t 0 x—(t-7)

2 2 t2 2 3 2
=X+t +t+—=X"+=-1"+1
2 2

3.5 Corda Semi-Infinita
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