4. Equacoes Elipticas

4.1 Introducao:

O principal representante das equacdes elipticas é a equagdo de Laplace

(1.1)

onde A é o operador Laplaciano definido por

0*  0°
A=W+W (bidimensional)
2 2 2
A= % +% +% (tridimensional)
X Z

Embora a equacgdo (1.1) tenha aparecido pela primeira vez em um artigo de Euler sobre
hidrodinamica em 1752, a equacao ficou com o nome de Laplace em honra a Pierre-Simon
de Laplace que , a partir de 1782, estudou extensivamente suas solucbes quando
investigou a atragdo universal entre corpos no espac¢o. A equagao de Laplace aparece em
muitos problemas da Fisica-Matematica :
(i)A fungao potencial elétrico de um campo elétrico estacionario em uma regidao sem carga
satisfaz a equacao de Laplace.
(ii)A energia potencial de uma particula sobre a qual agem apenas forcas gravitacionais
satisfaz a equacao de Laplace.
(iii)A temperatura em estado estacionario é solucao da equacdo de Laplace.
OBS: em nenhum dos problemas acima existe dependéncia do tempo. A equacdo de
Laplace descreve somente fenémenos estacionarios (independentes do tempo). De modo
gue, é de se esperar que os problemas relacionados com a equacdo de Laplace nao
possuam condicBes iniciais, envolvendo apenas condi¢cbes de fronteira ( problemas de
contorno ).

A equacdo de Laplace ndo homogénea
onde f é uma funcdo dada é conhecido como a equagdo de Poisson.
Problema Matematico Basico: resolver a equacdo de Laplace ou de Poisson em um dado
dominio ©Q com uma condig3o sobre sua fronteira dQ=Q—Q, suposta suficientemente
regular. Existem trés tipos de problemas basicos
Problema de Dirichlet: Dada f : 6Q — R, obter u € C*(Q) nC(Q)tal que

Au=0,emQ
(D):{u|

6Q:f
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Problema de Neumann: Dada g :0Q — IR, obter u € C*(Q) nC(Q) tal que

Au=0,emQ
(N):y ou

on|y

L . ) ou ~
onde n é a derivada normal apontando para o exterior de 0Q2 e = =Vu-n.
n

Problema de Robin: Dada h:35Q — IR obter u e C?*(Q) NC(Q) tal que

Au=0,emQ
R):
®) 0'u+a—tj =h
on|,

Definicao 1: Um problema de contorno ou problema de valor de fronteira (PVF) é dito ser
bem posto (well posed) no sentido de Hadamard se :

(i) A solucdo existe.

(ii) A solucdo é unica.

(iii) A solugdo depende continuamente do seu valor na fronteira.

OBS: O problema de Dirichlet é bem posto. Ja o problema de Neumann n3ao é bem posto,
uma vez que ndo ha unicidade de solugdes.

Exemplo: (Hadamard): O problema de Cauchy (PVI) para a equacdo de Laplace ndo é bem
posto. De fato, seja o seguinte;

Uy, +Uy, =0,(x,y) € Rx]0, o0f

PVI :
" u(x,0)=0,u,(x,0) = CO:ZHX

1 . , ~ 5
Tem-se que U, (X, y) = —sinh nycosnx é uma solugdo do PVI ,Vn2>1, entretanto ndo se
n

tem que

!ILT]OO”UH (X' y)”c(mxm*) =0,
De fato, seja 4 €]0,1] . Tem-se que se x for um mdltiplo irracional de 7, entdo o conjunto
de pontos {(Cos nx,sennx) :neIN }é denso no circulo unitario. De modo que, existe
X, €N, — +o0o, tal que cosn, X, — 4, quando k — o .Por outro lado, Vy > 0tem-se que

sinhny 1. e%Y—e™

lim
n—w n3 2 n—>w n3
1. e"
==lim =400
2 n—ow n3
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Entao

lim = sinh -
im—sinhn, ycosn, x, =+,

n—ow nk
para y>0. 1[I
4.2 Fungoes Harmonicas; Principio do Maximo

Definicdo 2: Seja Q um dominio do R"(um conjunto aberto e conexo). Uma funcdo
ueC?*(Q) que satisfaz a equagio de Laplace é chamada fung¢do harménica.

Exemplo:

(i) u(x,y) =ax+by+c,va,b,ceR.

(i) u(xy)=x"-y".

(iii) Dada f:QcR?* —»C complexa analitica, entdo suas partes real e imagindria sdo
funcdes harmonicas.

Em contraste com o problema de Cauchy para a equacdo de Laplace, o problema de
Dirichlet é bem posto. Isto serd conseqiiéncia do principio do maximo-minimo para
funcdes harmonicas.

Nota¢do: QcR".n=2 ou 3.

P:(x,y),|p|: Ix? +y? OuP:(x,y,z),|P|: /x2+y2+z_2.

Teorema 4.1: ( Principio Mdximo-Minimo)
Hipéteses: u € C*(Q) N C(Q) harmdnica em um dominio limitado Q.

Tese: max u=maxu
Q oQ

min u=min u
Q oQ

prova: Caso n=2; seja & >0e seja a fungdo
v(P)=u(P) +&[P[".

Tem-se que

AV = AU+ gA(X* + y?) = 4¢ > 0.
Entretanto, pelo teste da derivada segunda, a condicdo necessaria para existéncia de um
ponto interior de maximo é que V,,,V,, <0ouseja Av<0. Logo, V(P)n3o pode ter ponto
de maximo interior em Q e, como v é func¢do continua e Q é fechado limitado, ent3o
atinge seu ponto de maximo em P, € 6Q satisfazendo

V(P,) = maxv(P) = max v(P).

Entdo, para PeQ
u(P) <v(P)<v(P) :u(P1)+g|Pl|2 < n;gxu+£R2,
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onde R é tal que Qc B,(0).Como & é arbitrdrio, obtém-se que
u(P)<maxu<maxu.
oQ Q

Ou seja

maxu<maxu<maxu.
Q Q Q

Por outro lado, como —u também é harmonica e mﬁin u= —mﬁax{— u}, vale também para o
minimo. [
Corolario 4.1:

Hipéteses: Q dominio limitado, f € C(Q) e g eC(6Q).
Tese: O Problema de Dirichlet
Au=f ,PeQ
(D): {

u(P)=9g(P),P eoQ

possui uma unica solugdo.
prova: Supondo que U, (P), j =12 sdo solugdes de (D). Definindo u=u, —u,, tem-se que
ueC?*(Q)NC(Q), u é harménica e u=0,VP Q. Pelo principio do maximo-minimo
segueque U=0,VPeQ. 1[I

O resultado seguinte pode ser encontrado no Djairo, sem demonstracao, e é o analogo
do teorema da singularidade removivel da Teoria das Funcdes de Variavel Complexa que
diz o seguinte: “Sejam £2um aberto do plano complexo C, zpe (2, f:(2-{zo}—C uma fungdo
analitica que é limitada numa vizinhanga de z, , entdo lim f(z) existe quando z—z, e,
representando esse limite por w, a fung¢éo F:Q2—C, definida por F(z)=f(z) se z#zo e F(zo)=w
é analitica.” Isso significa que, a singularidade isolada zp,, que ndo seja polo ou
singularidade essencial, é removivel ; isto é, a funcdo pode ser estendida analiticamente a
2p.

Teorema 4.2:
Hipdteses: Sejam (2 dominio do plano, (X,,Y,)€Qe u:Q\{(X,,Y,)} >R fungdo

harménica limitada em uma vizinhanga de (X,,Y,)-
Tese: Existe U, € R, tal que u(X,y) — u,quando (X,y) — (X,,Y,), € a fungdo

G'Q—)‘R'G(X y): U, !(X’y):(xo’yo)
' o u(x, y), (% y) = (X5, Yo)

é harménica.

Exemplo de Zaremba: Seja o seguinte dominio
Q={(x,y)eR*:0<x* +y* <1}
Tem-se que
oQ ={(0,00}uS' ={(x,y) e R*: x* + y* =1}.
Seja a fungdo f :0Q — R definida por

Paulo Marcelo Dias de Magalhaes/UFOP Pagina 4



~1,(x,y)=(0,0)
f(x,y)_{o, (x,y) e St

O problema de Dirichlet para esse dominio e esse valor de fronteira ndo possui solugao!
De fato, supondo o contrario, seja u uma solu¢do do problema. Entdo, u é harmOnica em

Qe continua em Q= B,(0,0). Pelo 4.2, u também é harménica em B,(0,0). Mas entdo,
pelo principio do maximo u(P) =0, VP € B,(0,0), o que contradiz o dado u(0,0)=1. [I

4.3 Fungdes Harmonicas: Propriedades da Média

Teorema da Divergéncia: (Gauss-Ostrogradskii)

Dado Q aberto limitado, com 6Qde classe C'( isto quer dizer que dQadmite uma
parametrizacdo por fungdes que sdo continuas com derivadas de primeira ordem também

continuas) e dada F : Q — R°, F eCY(Q), entdo
ﬁjdivﬁ dv =”If~ﬁ ds
Q oQ
OBS: Se F =Vu , obtém-se a formula de Gauss

f[[auav - g%ds

OBS: Se F =uVv, obtém-se que

div(uVv) = Vu- Vv +UuAv
0 que, pelo teorema da divergéncia, implica na
Primeira Formula de Green:

jijuAvdV+j£ij.deV:gu%ds

valida para ueC'(Q) NC(Q),veC*(Q)NC(Q).
OBS: Se ueC?*(Q)NC(Q), mudando u porV e subtraindo, obtém-se a Segunda Férmula
de Green:

Jy (UAV—VAU)dV = :!;J; (u % —v%)ds

Defini¢do 3: Sejam Q c R*aberto conexo limitado e uma fun¢dou:Q — R, u eC(S_)). Se
para toda bola B;(P,) = Q valer que

u(P) zﬁle'Uu(P)dS

onde S ={P eR*:|P—P,|=R}, entdo diz-se que u satisfaz a 1° propriedade da média em
Q.
Defini¢cdao 4: Se nas mesmas condicdes valer que
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u(p)=— [[[ uPyav

3
47[R Br (Ry)

onde B(R)={PeR’:|P-PR|<R}, entdo diz-se que u satisfaz a 2% propriedade da

média em Q.

OBS: Se Q c R?, tem-se respectivamente que

12 Propriedade da Média:

u(P,) :MLR ¢ u(P)ds

PR

2% Propriedade da Média:

u(P) = ¢ u(P)ds

47R P-R<R

Proposicao 1: As duas propriedades da média sGo equivalentes.

Prova: exercicio.

Teorema 4.3: O valor médio de qualquer fun¢éo harménica sobre qualquer esfera é igual a
seu valor no centro da esfera.

Prova: Sejam
B=By(P)={PeR’:|P-PR|<R}
S ISR(PO)Z{PERS :|P—PO|: R}
e seja V: B — R harménica. Pela 12férmula de Green, tomando u =1 tem-se que

ov
O=||lAvdV = || —dS (3.1
[[favav =[2as 3
Para a esfera S a normal em P é dada por

ﬁ_P—Po_(x—x0 Y=Y, z—zoj
" R

R R " R
Fazendo a mudanca de variaveis
X = X, + I cosdseng
y =Y, +rsenéseng
Z=12,+rcosg
Entao,
u(r, 8, @) =u(x, +rcosgseng, y, + rsendseng, z, + r cos @)
donde
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a_u
on

X—X - 7-1
= °ux+y youy+ Su,
< R R R

=Ccosseng u, +sendseng U, +Ccosg U,

0
=—u(r,a,
o (r,0,9)

r=R
De (3.1), obtém-se que

0=”§u(r,9,¢)ds

27 o7 2
=jo IO u,(r,0,¢)|r:RR senpdpdd

e como R>0, entao
2w o7
jo IO u,(r.0,9)| . senpdpdd =0 (3.2)

Como (3.2) é valida para todo R>0, considerando R como a prépria variavel r obtém-se
que

d 2z o7
@J-o J'O u(r,d,p)senpdpdd =0
De modo que, definindo
2 o7
1(r) = jo jo u(r, 6, p)sengdpdd

obtém-se que I(r) é independente de r. Fazendo r — 0, obtemos que
. 2 o1
lim 1 (r) = jo jo u(0, 8, p)sengdpdd

27 o7
= jo jo u(P,)sengdpdd
=47zu(R,).
Por outro lado, como / (r) é constante, tem-se que

4zu(R) = [ [T u(R.0, p)senpdpdo
ou seja
47Ru(R) = [ [ u(R.0,p)R senpdpdd

= ”u(P)dS

ou seja

u(PO):?leﬂu(P)dS
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4.4 Fungdes Harmonicas: Principio de Dirichlet; Teorema de Harnack

A origem do Método Direto do Cdlculo das Variagdes remonta os trabalhos de Gauss e
Thompson de 1850. Utilizando esses trabalhos, Dirichlet e também Riemann “resolveram”
o problema de Dirichlet para a equacdo de Laplace. Entretanto, a resolucao apresentava
certas falhas, conforme um contra-exemplo obtido por Weierstrass em 1870. Somente na
virada do século, Hilbert reviveu o método colocando-o em bases sélidas. A partir dai, essa
abordagem passou a ser conhecida como o Principio de Dirichlet ou Método da Projegdo
Ortogonal. Hoje em dia, a mesma espécie de idéias é utilizada em outros problemas de
contorno para equacoes elipticas mais gerais.

Teorema 4.4: Principio de Dirichlet
Hipéteses: Q < R* dominio limitado .
Tese: Entre todas as fungdes v € C*(Q) N C(Q) que satisfazem a condigcdo de contorno de
Dirichlet
V., =9 (4.1)
onde g € C(0Q), a que minimiza o seguinte funcional

EW) = [[[ W av

é uma fungdo harménica satisfazendo (4.1).
Prova: Provaremos que se U:Q—>NRé harmobnica, satisfazendo (4.1), entdo
Vv e C?(Q) N C(Q) satisfazendo (4.1), tem-se que
E(u)<E(v).

Idéia Fundamental: representar v=U—W, com V\/|aQ =0.

Pela 12 férmula de Green,

E(v) = E(u—w) =%J£I|V(u_w)|2dv
= %m. (|Vu|2 -2Vu -Vw+|Vw|2)dV

=E(u)+ E(w)+mwAudv —jjwa—“ds
5 o on
=E(u)+E(w)>E(u)
o que fornece o resultado desejado.

Outro resultado importante sobre funcdes harmonicas é devido a Harnack. Trata-se de um
resultado sobre convergéncia de fungbes harmodnicas. Conforme sabemos, pela
linearidade do operador Laplaciano, uma combinacdo linear finita de fungGes harmonicas
é uma funcdo harmonica. A generalizacdo desse fato seria obter que uma série
convergente de funcGes harmonicas é também uma fung¢do harmonica.
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Teorema: (Primeiro Teorema de Harnack)
Hipdteses: Q < R*(R?) aberto limitado. {u,}; seqiiéncia de funcbes harménicas em Q.

Seja g, =U,|.,,Vn=>1, tal que g, — g uniformemente em Q.
Tese: Existe uma fungdo u:Q — Rtal que U, — U uniformemente em Q.

Além disso, u é harménica em Q satisfazendo a u

aQ:g'

Prova: Se U, é harmonica em Q,Vn>1entdo U, eC(Q),Vn=>1,e, pelo teorema 4.3, u,

satisfaz a 1° propriedade da média. Além disso, pelo principio do maximo-minimo, U,
assume seus valores maximo e minimo em 0Q,vn >1.
Por hipotese, g, — g uniformemente em 6Q. Logo, dado ¢ >0,3N, € IN tal que

9,(P)—9,(P)| <& Vmn=N,, VP eoQ.
Por outro lado, pelo principio do maximo-minimo, tem-se que
mex|u,, (P) - u, (P)|< mex|g, (P) - g, (P) <&, vm.n = Ny,

o que implica em {u,}; ser uniformemente convergente em Q. Entdo, existe uma fungdo
u:Q—>%Rtalque ueC(Q)e u =g.

Falta provar que u é harmonica em €. Para isso, tomando um ponto qualquer PeQ e
R>0tal que Bi(P)cQ, como u,é harménica em Q,Vn>1, tem-se pela 1°

propriedade da média que
1

47R?

u,(P)= ”un(Q)dS,Vn >1.
0B (P)
Como U, = Uuniformemente em Q, pode-se permutar a operacdo de limite com a

integracdo e obter-se que

u(P) = 4;le2 [Ju@ys.

BR(P)

De modo que, u é harmoOnica em Q.

4.5 O Problema de Dirichlet no Disco

O objetivo desta secdo é resolver o seguinte PVF: obter u e C?(Q) N C(Q)tal que

Au=0
(D):{

u,=9

ondeg e C(0Q),Q =B, (0) ={(x,y) e R?: x* + y* < R*},

0Q ={(x,y) e R?: x* + y* = R’}. Neste caso, a geometria do dominio ndo permite aplicar
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diretamente o método da separagdo de varidveis. Entretanto, utilizando coordenadas
polares serd possivel aplicar o método. De fato, tomando
X=rcos@,y=rsend,0<r<R,0<0<2x
obtém-se que
o°u 90°u _d°u lou 1 du
T o o ror 17 oe?
para r #0 e o problema (D) se transforma no seguinte problema de Dirichlet
2 2
(5): %+%%+%%:0,0< r<R,0eR
u(R,#)=g(@) , R
ou equivalentemente no problema de Dirichlet
([A)):{rzurr +ru, +u, =0,0<r<R,0eR
u(R,0)=9(0), R
Procurando uma solucao da forma
u(r,8) =R(r)T(0)

Au

obtém-se que
rrR"+rR"  T"
R T
De modo que, somos levados ao seguinte par de EDQ’s

{rZR”+ rR'—AR=0 (a)

A

T"+AT =0 (b)
Por definicdo, temos que ter u(r,d) =u(r,d +2x), entdo u tem que ser periddica em @ de

periodo 27z . De modo que,
T@+27)=T(O)=T(0)=T(2x7)
T(6+27)=T(0) = T'(0)=T'(2)

e de (b), obtém-se que
2 2z 27
AT ==T"= T2 =TT = A[ "T*(0)d6=-[ "T"(O)T(6)do = [ (T'(6))°do

donde 4 >0.Como a EDO (a) é de Euler, obtém-se que

R(r)=Al B

1o JRO=AInr+B,
T(@)=C,+D,0

R(r) = Ar'* 4 Br*

T(H):Ccos\/10+Dsen\/EH

Resolvendo o Problema de Sturm-Liouville (b)+(c), obtém-se que: A=n?,n=0,12,....
Por outro lado, para A =00btém-se de (c) que D, =0, e, como a origem é um ponto de

/1>O:>{

Qe se quer ueC?*(Q)NC(Q), portanto limitada em Q, necessariamente tem-se que
ter Ay =B =0.De modo que,

Paulo Marcelo Dias de Magalhaes/UFOP Pagina 10



u,(r,0)=B,A+r"(C,cosné+ D, sennd)
a
=-—2+r"(C,cosnd+D, sennd)
2
o que, pelo principio da superposicao, leva a solucao formal
u(r,0) = > r"(C,cosn + D, senno)
n=0
que sera solucdo se a série convergir de forma conveniente e, além disso se

9(0) =Y R"(C,cosng+D,sennd) ,0<O<2r.
n=0
Entdo, se g(@)for continua com derivada continua por partes em ]-z,z[ e
g(—r) =g(xr) a série de Fourier de g convergira para sua extensdo periddica, de periodo

27, em toda reta. Conforme sabemos, tem-se que sua série de Fourier é dada por

9(0) =Y a,cosnd+b, sennd
n=0
onde

2z 2z
a, :l‘[g(e)cosnaédé?:R”Cn , b, :lf g(@)sennadd=R"D, ,vn>1.5.1)
7o 7o

Substituindo os valores de C_, D, no candidato formal a solugdo, obtém-se

u(r,0) = %+ Z:(%)“(an cosnd+b, sennd)|(5.2)

n=1

Conclusao: Obtiveram-se os seguintes fatos
F1) Uma sequéncia de fungdes harmonicas em Q,{u,(r,8)}, , dadas por

a, ~,r
u (r,@)==-+>» (=)"(a,cosnéd+hb_ sennd),vn=>0.
(10 =T+ X ), ,seno)
F2) Se r =R, tem-se que
gn(e)=un(R,9)=a?“+2(ancosn9+bnsenn9),Vn20
k=1

satisfaz U,

o =9, Vn20,e g, > g uniformemente em 5Q.
De modo que, pelo teorema de Harnack, existe U(r,8) harménica em Q tal que

limu, (r,0) =T(r,0)

sendo a convergéncia uniforme. Por outro lado, tem-se que
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u(r,0) = %+ lim Z:(%)”(an cosnd+b_sennd)

k=1
=limu,(r,0)
n—oo

Pela unicidade do limite, conclui-se que a solu¢do formal dada por (5.2), com coeficientes
dados por (5.1) é de fato solu¢ao do problema de Dirichlet (D).
OBS: Se r =0, entao

_Ilm{—+Z(R) (a, cosnd+b, senn@)}

a 1 2
u(o, o) =?°=5Lg(9)de.

Confirmando a propriedade da média para funcdes harmonicas.

Teorema: (Férmula de Poisson)
A solugao dada por (5.2)

u(r,0) = a—2°+2(%)“ (a, cosnd +b, sennd)

n=1

para 0<r<R,0<60<2r, pode ser expressa por

_(RP-1) [ 9(9)
u(r,0) = o J. R2+r2_2chos(H—¢)d¢

Prova: Substituindo as expressdes dadas por (5.1) para os coeficientes de Fourier de g,
obtem-se que

u(r,0) = J g(gp)dgp+Z(Rj H jg(gp)cosngodgo]cosneJr[i. g(go)senngodgo}sen n¢9]

n=1 0

levando em conta a convergéncia uniforme, obtem-se que

u(r,0) = I|:27Z’ ﬂi(%)n(cosngocosneﬁen npsennd) |g(p)de
1223 cosno- ) oo
0 2 w4~=\R

Pela formula de Euler

S5 eoee{ 5

n=1
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Como setem r <R entdo

Z(L]e Ll @ (@) e (= (e ) (e = ()"
R 1-(g)e 1-(g)e - (g)e” (e[ [L-(p)e”|
De modo que,

i ry (Y (Acosw—A%)+ilsenw Acosw—A?
— | cosnw=Re Z — e [=Re S |= .
R R (1-Acosw) +A°sen“w | 1-2Acosw+ A

n=1 n=1

n=1

O que implicaem

1L, (cosn(o-9)- (&) (=@ 0
0= ﬂj L+(a)z+1—2<a>cos(e—¢>}g(¢)d‘”‘ o e )

0

2z
_ (Rz—rz)j 9(¢)
2z ) R? +r® —2rRcos(6 - ¢)

4.6 O Problema de Dirichlet no Retangulo

No caso mais simples em que o dominio é o retangulo
Q={(x,y)eR*:0<x<a,0<y<b}.

cuja fronteira se compde de quatro segmentos de reta, podemos ter quatro condi¢des de

fronteira distintas impostas separadamente em cada um dos lados do retangulo e com

isso somos levados ao seguinte Problema de Dirichlet;

Au=0 (X, y)eQ
(D) :qu(x,0) = f,(x),u(x,b)=f,(x) ,0<x<a
u(0,y)=g,(y).u(@y)=9,(y).0<y<b

Como queremos obter U e C?(Q) NC(Q) entdo precisamos impor certas condi¢des sobre

os dados de fronteira para que tenhamos u continua na fronteira.
Condicbes de compatibilidade:

fl(o) = 91(0)’ fl(a) = 92(0)’ fz(o) = gl(b)’ fz(a) = gz(b) .

Método de resolucdo: decompor em quatro problemas de Dirichlet, cada um deles obtido
anulando-se trés condi¢des de fronteira e preservando uma respectivamente. A solucao
do problema original sera a soma das quatro solu¢des obtidas. Vamos resolver o primeiro
dos quatro.
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Au=0 ,(x,y)eQ
(D), :qu(x,0) = f,(x),u(x,b)=0,0<x<a
u(0,y)=u(a,y)=0 ,0<y<b

Supondo que
u(x,y) = X(x)Y (y)
Substituindo na EDP obtem-se que
X"()Y (y) + X(x)Y"(y) =0
Assumindo que f, #0 podemos procurar solugdo ndo trivial e portanto dividir por u para
obter
X000 YW g ep X, YO
X (x) Y(y) X(x) Y (y)
Com isso somos levados ao seguinte sistema de EDO’s:
X"(x)-AX(x)=0,0<x<a
{Y”(y)+/1Y(y) =0,0<y<b
Impondo o segundo par de condi¢es de fronteira obtem-se que
XO)Y(y)=X(@)Y(y)=0,0<y<b= X(0)=X(a)=0.
Somos levados ao seguinte Problema Espectral:
(PVF): {X (x)=AX(x),0<x<a
X(0)=X(a)=0
O qual, conforme sabemos possui o seguinte auto-sistema;

n7z

A:{/’tn:— ;X (X) = sen—x}
a a
Retornando a segunda EDO obtemos a familia de EDO'’s;

Y'(y) -

Que possuem a seguinte solucao geral
Y. (y)=Ae"™*+Be " n>1,
Impondo o primeiro par de condi¢des de fronteira obtemos que
X (X)Y. (b)=0,0<x<a=Y,(b)=0,vn>1=A =-Be?"™* n>1.
O que implicaem
Yn(Y) — _Bne—Znnb/aenny/a + Bne—nny/a — _Bne—n;zb/aen;z(y—b)/a + Bne—n;rb/ae—nzr(y—b)/a

n=1

n;z

—nzl (Y- -nz(y- —nzl nz(y-b
— Be™" bla I:en (y-b)/a _ g-nr(y b)/aJ:_Bne nbla canh (y ),Vn >1
a
De modo que, obtem-se a seguinte sequéncia de funcGes harmonicas satisfazendo as
condicGes de fronteira;

n=>1.

u (x,y)=C.e """ en%xsenhw
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Aplicando o Principio da superposicao generalizado obtemos como candidato a solu¢ao do
problema (D), a seguinte fungao;

u(x, y) = che*”’fb’a sen an senh nﬁ(i_ b)

Impondo a condi¢do de fronteira ndo homogénea restante, temos que ter;

—nzb nz
)sen—x ,0<x<a
a

f.(x)= ZC e "™ senh(

Como ja temos f; continua, basta pedirmos fl' continua por partes em ]0,a[ , para
obtermos que

C.e "™ senh(~ n—”b) - J‘ f (x)sen—xdx b, ,n>1
ou seja,
Ce " :—j f (x)sen—xdx = ¢,n >1.
n nzh nzh
senh(— senhT

Com isso obtemos como solucdo formal

N b Nz Nz
u(x,y)= y ————sen—xsenh— (b —
(x.y) ;senh(nrrb/a) a a (b=y)
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