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O desenvolvimento de um tumor soélido (carcinoma) comeca
com uma unica célula normal que sofre uma transformacao
resultante de mutacdes em certos genes; fundamentalmente
uma mutacao no gene p-53, o “Guardiao do Genoma”, é
considerada o precursor de uma grande mutacao genética
(Lane,1994[2]).A proteina p-53 esta relacionada a trés funcoes
celulares: proliferacao, restauracao e morte do DNA.

Em células normais o p-53 bloqueia proliferacdes e capacita
reparos em DNAs danificados.Se o reparo € incompleto, entao
é iniciada a apoptosis e a célula morre.A perda dessa funcao
do p-53 permite a propagacao do dano para células filhas.
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Modelos Matematicos para a Dinamica de Tumores
Solidos Vascularizados

O tumor depende inicialmente da difusao como Unico meio
para receber nutrientes e remover produtos residuais.
Portanto, seu crescimento é limitado.Para que qualquer cresci

mento adicional ocorra, o tumor precisa iniciar a angiogénesis

(o recrutamento de vasos sanguineos da rede vascular).A
partir dai existe a possibilidade de células tumorais encontrar
caminhos no sistema circulatorio que as conduzirao a partes
distantes do corpo,resultando na metdstase (tumores
secundarios).
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Um papel central no processo invasivo &€ desempenhado pelas
moléculas que facilitam as interacoes entre células e a Matriz

Extracelular (ECM),denominadas moléculas de adesao as célu

las. Elas funcionam como pontes moleculares entre ECM e o
citoesqueleto dentro da célula.Uma parte crucial no processo
invasivo/metastatico é a habilidade das células cancerigenas
degradarem a ECM que é formada por Macro Moléculas
(MM), as quais sao ligadas dentro do tecido,ou seja nao sao
difusivas.

A Matriz das Enzimas Degradantes (MDE) produzida pelas
células tumorais degradam a ECM.
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Variaveis de estados:

n=n(x,t) densidade de células tumorais

m=m(x,t) concentracao de enzimas degradantes (MDE)
=f(x,t) concentracao de macro-moléculas (MM)
c=c(x,t) concentracao de oxigénio

Parametros:

D, >0, coeficiente de difusao de n

D, >0, coeficiente de difusao de m

D_ >0, coeficiente de difusdao de ¢

xeQcRY, te[0O,T].
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Hipoteses Simplificadoras:

(H1) N=2, €2 =]0,1[]0,1].

(H2) A Matriz das Enzimas Degradantes (MDE) produzida pelas
células tumorais degradam a ECM produzindo um gradiente
de MM responsavel pela migracao de células tumorais . Esta

migracao direcionada é denominada haptotaxis (Klominek
1993,[3]).0 fluxo haptotatico é definido como sendo

Jm:)fnvf
com x>0 coef. haptotatico (mede a sensibilidade das células
tumorais ao gradiente de MM).

(H3) O tumor ja realizou a angiogénesis.
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(H4) A Unica outra forma de mobilidade das células tumorais é
causada aleatoriamente. Para descrever essa mobilidade, é
considerado o seguinte fluxo

J,.  =-DVn

rand

com D, >0 coef. de mobilidade aleatoria.

(H5)Auséncia de proliferacao e morte de células tumorais.De
modo que, a equagdo de conservagdo para a densidade das
células tumorais n é dada por

-~

ﬂ+V-(J

p» +J ) =0

hapto
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Portanto, a EDP governando o movimento das células tumorais é
dada por

mobil.aleat. haptotaxis
— 4

o,n=DVn —yv-(nvf) W

(H6) A ECM é composta de varios tipos de MM; fibronectin,
laminin, coldgeno,etc. E suposto que as MDEs degradam ECM
sob contato, de modo que o processo de degradacao é dado
por

degradacdo
T (2)

arf — _5mf
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(H7)MDEs ativas sao produzidas pelas células tumorais,difudindo

se através do tecido e sofrendo algum tipo de decaimento. A
equacao governando a evolucao da concentracao da MDE
pode ser dada por

difusdo rodugdo :
P A ¢ deca;)menro

,m=D_V’m+ g(n,mj - %(n,m,f} (3)

com D >0 coef. de difusdao da MDE, g descreve a produc¢ao
da MDEs ativas pelas células tumorais e h modela o
decaimento da MDE. Por simplicidade desconsidera-se a taxa
de enzimas precursoras secretadas e a presenca de inibidores
endogenos. De modo que, toma-se|g=unle | h=Am|.
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(H8) O oxigénio é assumido difundir-se através das MM, decair
naturalmente e ser consumido pelas células tumorais.Por
simplicidade a producao de oxigénio €é considerada
proporcional a concentracao de MM. De modo que, a EDP
para a evolucao do oxigénio é dada por

difuséo produgcdo  absor¢Go  decaim.

5 —" — — (4)
c,c=DNVc+ pf — yn — «ac

com D, B,7,2 >0 coef. de difusao,taxas de producao, retirada e
decaimento de oxigénio respectivamente.
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Modelo Matematico para as interacdoes das células tumorais
(n), macro-moléculas MM (f), matrizes de enzimas
degradantes MDE (m) e concentracao de oxigénio(c)
(Anderson,2005[1]):

o.n=D V’n— yV-(nVf)
o.m=D _V’m+ un—im
0,f =—omf

0,c=D.V’c+ Bf—yn—ac

(5)




* Condicoes iniciais: (6)

n(x,0)=n,(x),m(x,0)=m,(x), f(x,0) = f,(x),c(x,0)=c,(x) >0,x €

“ CondicOes de fronteira: para que o evento permaneca numa
regiao fixa do espaco, o quadradoQ =]0,1[* ]0,1[, supdem-se
gue nao haja fluxo na fronteira;

cn cm of cc

== =—=0,(x,t)eZ (7)
ov Ov Ov Ov
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Definicaol: (n,m,fc) é uma solugdo-fraca de (5),(6),(7), se nm,c €
L?(0,T;HY()),n,,m, ,c, € L*(Q; ), f eL=(0O,T;W-=(£2)) e

_‘QT (np, +D,Vn-V g )dxdt = ;(J'QT nVf -V pdxdt (1.1)
Jl, (m.o: +D,Ym -V . + Amep,)dxdt = 1], no.dxdt (1.2)
[, (fo.+omfo,)dxdt =0 (1.3)
|, (o, +DVC- Vo, +ynp, +acp)dxdt = B[ fo.dxdt (1.4

Ja,

V. e [?(0,T;H{(Q)),i=1,2,4,p,€ L?(Q;) e n,m,ﬁcéno,mo,fo,co
quando t—0* e satisfaz (6),(7).
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Estimativas a priori:
Lema 1: Se n,,m,,c, € L?(Q), f eL*(0,T,WL<Q)), entdo

sup n(t

+WMH <C+M¢2
10,7

Ofl2 ()

<CT+|

2
i m(t)‘ L (Q)

2 2
+[Vmll; g, +lmi
107 Q)

L (Qr)

<CT+HC-

Ofl7 ()

5 M2

sUp lett)]: g, + Vel g, + el

10,7 L)

R e I ()’ 0||L2(Q))'
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Lema 2: Se n,,m,,c, € L?(Q), f € L=(0,T;WL*(Q))), entdo

nrHL - —l—supHVn(t)H::

10,7 Lie

SC(HH‘ ;(Q,) +‘W”H§(@,) +ani

0 E(Q))

M g, +supl Vit +sunlimtel , <, HVm LG, Hml
CrH;(QT) +igr?“vc(t)“;(gz) +?{:L),Jr[ g-gdt)c(t)dtgc(‘nr”;(@) —|—~;_2n{:}COdX +HVC0 ;(Q) T ‘CO ;(Q))
2(0,T:W(Q)) ! 0||L 2(Q)’ 2(Q)’ 2(Q)’ VnO”L 2(Q)’ 0ll2 ()’ L(Q)




Modelos Matematicos para a Dinamica de Tumores
Solidos Vascularizados

Com estas estimativas pode-se aplicar o método de Galerkin ou
o Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder para se obter uma
solucao-fraca (n,m,f,c) de (5), sendo que f é obtida diretamente

de sua 32 equacao;

—5f m(x,7)dz

0.f =—omf = f(x,t)= f,(x)e

OBS: Como m, > 0, entao pelo Principio do Maximo obtem-se
que m >0, logo

Oéf(x,t)ﬁsgp\fo(X)\




Modelos Matematicos para a Dinamica de Tumores
Solidos Vascularizados

(Marciniak-Czochra&Ptashnyk,2010[4])
Neste modelo a hipdtese (H2) nao é imposta, ou seja nao se
tem y (coef. haptotatico ) constante, pois através de uma deriva-
cao baseada numa analise cinética para a dinamica das ligacoes
entre MM e receptores na superficie celular,Sherrat(1994[5]),
propos a seguinte funcao para a sensibilidade haptotatica:

X
x(f) @t 5]
Além disso, num modelo mais realista, a hipdtese (5) nao é aten-
dida pois se tem proliferacao e morte de células tumorais, ou
seja se tem cinética celular dada por F,(n,f) levando em conta a

> X0, By >0
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competicao por espaco entre as células tumorais (n)e as MM (f),
com F,(n,f) satisfazendo a lei do crescimento logistico, ou seja

f(n, f)=p,nl—n—f)
Por outro lado, nesse modelo nao se considera a evolucao da
concentracao de oxigénio.

(0,n=D V’n—V-(x(f)nVf)+ wnl—n— f)
o.m=D V’m—35 m+ u_nf
| 0,f =—amf

I\

(8)




“ Condicoes iniciais:

nlx,0)= (), mbx,0) = m, ), flx, 0= fx) ¥ e Q- o

“ Condicoes de fronteira:

DVn-v=yfInVf-v, D ¥mv=0¥(ED  (q)

onde Q =Qx]0,7[,QcR",0Q0eC?* N<3,T>0.
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Existéncia de solucao local.
Definicao 2: (n,m,f) € uma solugdo-fraca de (8),(9),(10) se n,m,f e
L?(0,T;HY(Q)), n,,m,, f, € LA(Q;), n, f e LX(Q;) e

‘Q (n.o,+D Vn-V, — y(fInVf -V )dxdt = IQ wn(l—n— f)pdxdt (2.1)
'Q (f.0, + cxmf . )dxdt = 0 (2.2)
‘Q (M., +D_ Vm- -V, +0 _mep,)dxdt = IQ 1 nfp.dxdt (2.3)

V. e [%(0,T;H}(Q)),i=1,3,p, € L?(Q;) e n,fm BN n,, f,,myqdo.
t—0* e satisfaz (9),(10).
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Metodologia:
Para condicOes iniciais nao-negativas obtem-se a existéncia local
de solucoes que, pelo Principio do Maximo para equacdes para-
bdlicas, também sao nao-negativas. Em seguida realiza-se uma
mudanca de variaveis obtendo-se um sistema de equacoes de
reacao-difusao na forma da divergéncia com matriz difusao dia-
gonal. Através de estimativas a priori obtem-se solucao local.
Utilizando-se o método dos retangulos invariantes limitados, ob
tem-se a limitacao uniforme e conseqliientemente a existéncia
de solucao global. Além disso, obtem-se regularidade LP que
implica em unicidade.
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Estimativas a priori.
Para obter a existéncia e limitacao das solucdes realiza-se uma
mudanca de variaveis obtendo-se um sistema equivalente com a
12 equacao expressa na forma divergente. Definindo uma nova

variavel
n

SZM (11)

onde ¢(f) é solugao do
- {Dncé ()= x(£)p(f)

40)=1 12)
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Com essa nova variavel o sistema (8) fica sendo (13):

HF0,5=D,7-(fVs) + sc/ﬁ(f)[a%fm -t~ 5H() - ,unf]

n

em=D V°'m—35 m+u_sp(f)f

C.f =—amf

Condigdes iniciais(14)s(x,0)=s,(x)=n, / #(f,),m(x,0)=m,(x), f(x,0) = f,(x) >0
Condicoes de fronteira(15):
D o(f)Vs-v=0,D_ Vm-v=0,V(x,t)eX
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A funcao @(f) pode ser explicitamente computada

1 ¢f
— | z(6)de
#(f)=e>" (16)
De modo que, ¢f)>1,Vf>0.
OBS: se s €L(0,T;,H*(Q2)) entdaoD Vn— y(f)nVf eLz(QT). Além disso,
se n,f sao limitadas, entao a existéncia de solucao-fraca do siste
ma (13) é equivalente a existéncia de solucao-fraca do sistema

original (8).
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Definicao 3: (s,m,f) € uma solugdo-fraca de (13),(14),(15) se s,m,
fel?(0T;HYQ)), f € L(Qy),5,,m,, f,el2(Qy) e

j (¢(f)s, @, +D,(f)Vs-V @, )dxdt = j sh(fla LS Z(f)

n

+ |, s#U ), (L= spUf) — flepaeet (3.1
. (mtgo2 +D Vm-Ve,+0_ mgpz)dxdt:jQ u_so(f)f p,dxdt (3.2)

fme,dxdt +

(f @, +amfe;)dxdt =0 (3.3)
Vgo, el2(0,T;HY(Q)),i=1,2, 0, €L2(Q; ) e s,m—-—> s,, f,,m, qdo.
t—0* e satisfaz (14),(15).




= Estimativas a priori.

Lema 3: Para y>0 e continua, <C, so,myel?(Q),vale que

supstt)]: ) + IVl 575 g, <
< Cllsolfoy (T + 1l 0 T ciay) (31
sup me) o, + [Vl g, <l +Clole g 5005 32)
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Principais resultados. (Marciniak-Czochra&Ptashnyk,2010[4])
As autoras utilizam o teorema do ponto-fixo de Schauder para
obter o seguinte resultado

Teorema 1: Para s, ,m,,f, =0, s,, m,, f,€ H(Q), f, €L~ (Q) e
>0 e continua, existe uma solugao-fraca nao negativa, local no
tempo, para o sistema (13).

Depois,utilizando retangulos invariantes,é obtido existéncia
global no tempo, i.¢ em [0,T], e limitacao uniforme das solucoes.
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Teorema 2: Paras,,m,,f, =0, s, , m,, f,€ H(Q) e >0 continua,
Existe uma solucao-fraca global no tempo do sistema (13).A solu
cao é uniformemente limitada.
Em seguida, obtem-se a seguinte regularidade adicional para as
solucoes-fracas (n,m,f) do sistema (8);
mel’(0,T;W"(Q)), f (0, T;W"(Q)),g =N (17)
O seguinte resultado de unicidade é obtido
Teorema 3: Hipoteses:
(i) >0 continua em [0,o[ e localmente Lipschitz-continua.
(ii) n,,m,, f,€LQ),Vf,,Vm,eli(Q),qg=N,Vn,eL?(C2).
Tese: A solucao-fraca de (8) € Unica e satisfaz (17).
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