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Abstract

This work deals with internal optimal control
of a generalized FitzHugh-Nagumo system.
Existence of optimal state-control pairs Is
proved and an optimal control necessary
optimality conditions 1s derived. Unigqueness
and stability for the generalized FitzHugh-
Nagumo system Is obtained.
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Modelo Original (1962)
FitzHugh+Nagumo-Arimoto-Yoshizawa

U, =Au—-u(l-u)(@@a-u)-v
V, =ou—W
o>0,>200<a<lxeR

(FN), :+

u = voltagem atraves da membrana

v =permeabilidade da membrana
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Modelo Generalizado (1990)
D.E.Jackson

(FN): <u AU—F(y.;u)—Vv+0,

V, =ou-w+0,

(x,1) e Q=0Qx]0,T[,Q < RN
Q aberto Imtado com oQ de classe C*

—  Flypu)=U-yw)u-y,)u-vy;)y €L”(Q)
uevvariavels deestado, g,,g, controles
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Notacao e Resultados Auxiliares

Seja 2 aberto limitado do RN com 0Q de classe C?.
H™(Q)={ueD'(Q):u,Duel’(Q),|o|<m} espacos de Sobolev
com norma e produto interno

1/2
2
YIS ol 2T O of R

|a|<m |af<m

W, (Q)={ueD'(Q):uel’(0,T;H*(Q2)), Du e L’(Q)} espaco
de Hilbert com norma e produto interno

T
5sz’1(@) :jo (||U(t)||i2(Q) T Z ‘
1<]al<2

(u’ V)szyl(Q) — (u’V)Z,Q + (Dtu’ DtV)O,Q

D“u

2

u 2(Q)

D“u(t)

2
., )dt+ Dyl
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Notacao e Resultados Auxiliares

WZA(Q) = C; (Q)
H* O, T;L*(Q) ={veD'(Q):v,Dve L’(Q)} espacode

Hilbert com norma e produto interno

v

— _ ' '
HY(0,T;L2(Q) HV L*(Q) +HDtV L2(Q)’(U’V)H1(0,T;L2(Q» B (U’V)LZ(Q) +(u ’V)LZ(Q)

W(, T)={u:uelL™(0,T;B,),DuelL™(0,T;B)}

18/07/2007 Paulo Marcelo Dias Magalhdes-UFOP 6



Existéncia dos estados

Teorema 2.1:Hipoteses:(N<3)
(H1) Up € Hy(Q),v, e HY(Q)
(H2)y, e L"(Q),i=123,9, € L*(Q),i=12
0 2.1

Tese:ve o], existe uma solugdo (u®,v?) eW, (Q)xW,**(Q)
para o seguinte PVIF

(U7 =AU —F(y;;u)—Vv° +g,

V, =&AV° +oUu’ —W° + 0,
u“(0)=u,,vi(0)=v, InQ

=0 2 =00x]0,T]

(FN)_ :<

ué‘

>
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Prova: Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder

E Banach, T :[0.1]x E — E continua.compacta.l(0.x) =x,.Vx € E.
Se M <+ :V(A.x) e [01]x E.vale T(A.x)=x = H\H <M

Entdo. T, : E — E x> T,(x)=T1(l.x) possui um ponto fixo.

T :[01]x L' (Q) = L*(Q) — L' (Q) x L"(Q)
A,wW,2) > TA,W,2)=T,(w,z) =(U*,Vv")
onde £ fixo em ]0,J e (u“,v“) € uma solucao do PVIF

(uf =AU® —AF(y,; W)+ A(—z+ g,)
(P):SVv, =&Av® + A(owWw—3Z2+ g,)
u®(0) =u,,vi:(0) =v,,u“| =0

L 2
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Teorema 2.2: u¢ —>u,v® —> v fraco emW*(Q) qdo. & —> 0"
0 2.1

onde (U,v) eW, (Q)xH*(0,T;L*(Q)) éa unica solucio do PVIF

(U, =Au—-F(y, :u)-v+g,
Vi =oUu—=N+0Q,

u(0) =u,,v(0) =v, In Q
i, =0

(FN): <
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Existéncia dos estados adjuntos

Teorema 2.3:
Hipotese:(N<3)

(H1)

(H2)

0 21

(u,v) eW: (Q)xH(0,T;L*(Q))
e uma solucao do PVIF (FN) .

(ug,vy) €[L° Q)

Tese: d! solucdo
do sistema adjunto linearizado

18/07/2007

(FN), :4

(p,q) eW,”(Q)x H™(0,T;L*(©2))

— P =Ap=F,(y; 1u)p+og+u-u,
— 0, =—P—/+V-V,

p(T)=q(T)=0inQ, p|, =0
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Estabilidade dos estados em relacao aos
controles

Teorema 2.4: Hipoteses:
(H1)(g;.9,) e[L°(Q)",i=12

(H2) (u.,v,) eW2'(Q)x H(0,T;L2(€)) respectivas solugdes
de (FN)

Tese:

H(ul —Uy, V-V )H

jl/ 2

WA (QxHA(O,T:L2(Q) ~ (Hgl gl +ng 92
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Estabilidade dos estados em relacao
aos controles

Consequéncias
Unicidade da solucao do Teorema 2.2.
F i @Qx L (Q) » W, (Q)x H'(0,T; L* ()
(9;,9,) = (u,v)

e Lipschitz continua.
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Fréchet diferenciabilidade de F

Teorema 3.1: Hipotese:

(9,,9,),(89,,89,) € [I—2 (Q)]2 , (9, +9,,0,+,) € [l—z(Q)]2
Tese:

“P(gl+5gl’gz "'592)_]:(91’ gz)_F(gl’ 92)-(591,592)

= C”(5g1’ 592)|||_2 (Q)xL?(Q)

onde F'(9:.9,) éumop. lineartq. (W,z)=F(9,,9,).(9,,,)
e a solucao do PVIF

( W, =AwW—F, (v, :U)w—2z+ &9,

(FN), s z,=ow—jz+ 9,

\W(x,0) = z(x,0) =0, x € Q, W\Z =0

W2H(Q)xH!(0,T:L*(Q))
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O Problema de Controle Otimo

Seja v, um convexo fechado nao-vazio de L*(Q)x L*(Q)
Definicdo: (u,v,9;,9,) é uma quadrupla admissivel se
(U, v) eW;H(Q)x H*(0, T : L*(Q)) é solucdo de (FN) com (9, 9,)
e ‘0.4 Entdo o conjunto admissivel para (FN) e o funcional
custo
J(u,v,g,,0,) = “u u,| dxdt+1 “v A dxdt+“1_[ 9, dxdt+“2j g,|" dxdt
onde os parametros o, «,calibram a importancia dos termos
aparecendo no funcional, e dado por
74 ={(u,v,0,,9,):(u,v, 9, 9,)e admissivel }
O problema de controle 6timo (PCQO)sera entéo:
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O Problema de Controle Otimo

Obter (U,v,6,,0,)e7y  tal que
( v, QI’QZ): inf J(U1V1 g1’92)

(U,v,01,92)€%4q

Teorema 4.1:Assumindo as condicOes dos teoremas 2.1, 2.2 e
que Ug.Vs € L°(Q) . Entdo existe uma Unica quadrupla 6tima
(G,Y,6,,6,) € 7, tal que

JUV,G;,0,)= it J(u,v,9,,0,)

(Uv,01,9,)€%4
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CondicOes Necessarias de Otimalidade

Teorema 4.2: Seja (g,,d,) um controle otimo para
PCO.Entao existe

(0,9, 9,4, 6, 6,) €W, (Q)xH'(O,T : L' @)* <[ Q)
Satisfazendo o sistema de otimalidade (SO)
U =AG-F(y, :0)-V+§,, U(x,0)=u,(x), 0\2 =0

-

V,=oll— N +0,, V(%,0) =V, ()
— P, =Ap—-F,(w;:0)p+oG+G-u,, P(x,T)=0,p|, =0
-0, =—P-4+V-Vy, 4(x,T)=0

[(P+,6,)(9, — 6,) + (6 +,6,)(g, - §,)Jdxdt > 0
Q
v(gl’ 92) = (§ad
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