Transformada de Laplace

Caracteristica principal: Algebrizador de EDO’s lineares, ou seja, transforma uma
EDO linear numa equacao algébrica.

Método:

JIO=f® o ps) o
{ It () =Yo <= q(s)

Vantagens: Existem duas razdes principais para a utilizacdo da transformada de
Laplace ~ ;
(1) O método tradicional de resolucdo de um PVI envolvendo uma EDO néo
homogénea requer trés etapas: 1) resolver a homogénea associada através da
obtengdo de um conjunto fundamental, 2) obter uma solucéo particular, 3)
impor as condicBes iniciais. A transformada de Laplace resolve a EDO
incorporando simultaneamente as condiges iniciais.
(i)  Resolve PVI’s com forcas externas f(t) mais gerais que as impostas pelo
método dos coeficientes indeterminados.
(ili)  Resolve equaces integrais e integro-diferenciais.

Desvantagens:
(1) S6 se aplica a PVI's envolvendo EDO’s lineares, principalmente a
coeficientes constantes.
(i)  No caso de EDO’s ndo-homogéneas, a ndo-homogeneidade tem que
satisfazer certas restricdes.

Definicdo: Dada f :]0,+[— R defini-se a transformada de Laplace de f como sendo
a funcdo dada por

SIF1(s) = jome-st f(t)dt.

OBS: Uma notacdo alternativa é F(s)= ~[f](s).o

OBS: Uma justificativa operacional para a estrutura da transformada de Laplace € dada
pelo seguinte fato: para que um operador integral nuclear

T[f1(5) :jg"K(s,t)f(t)dt = F(s)

possua a propriedade de transformar uma EDO em uma equacdo algébrica envolvendo
F (s) e as condicGes iniciais, observamos que

TLENs) = [ KD @dt =KD F Ol - [, K/ (s, f @Ot
. T ©
= Im K(s,0f O - J, KGO F O

~ K(s,0) f (0) - j(;” K'(s,t) f (t)dt
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Desde que se tenha K(s,T)f(T) — 0, quando T — +oo(essa € uma condicéo adicional
que se deve impor). A equacdo algébrica mais simples envolvendo F(s)seria da forma
p(s)F(s), com p(s)um polindbmio em s. Para que se tenha uma compatibilidade entre
a ordem da EDO e o grau da equacao algébrica correspondente, impde-se que o grau de
p(s)seja 1. O polinbmio do primeiro grau mais simples € p(s) =as, com a<R. Para
tudo isso seja atendido, basta impor que se tenha
K'(s,t) = asK(s,t)
onde a derivada é em relacdo a variavel t. Resolvendo obtem-se que
K (s,t) = Ce®t

Como a transformada atua sobre fungdes definidas para t>0 e se necessita do
comportamento assintotico K(s,T)f(T) >0, quando T — +o0, entdo € necessario

tomar a<0, sendo mais simples tomarmos a=-1(e C=1), se quisermos que O
dominio da funcdo F(s)contenha o semi-eixo positivo, ou seja,

K(s,t)=et .o

OBS: A integral impropria acima é definida como sendo
O st T T st
jo e f (t)dt = lim jo et f (t)dt.

Quando para algum s o limite acima existe, diz-se que a integral converge nesse valor
des.

OBS: Quais devem ser as condigdes sobre f para que
T
jo e f (t)dt
seja convergente quando T — +oo para ao menos alguns valores de s ?
Primeiramente, a fungéo
e f(t)
tem que ser integravel na variavel t em qualquer intervalo [0,T],vT >0.Como e ¢

continua Vvt e R ,entdo basta que f(t) seja integravel Vvt >0, por exemplo seja continua
por partes em qualquer intervalo [0,T], VT >0. J& a questdo da convergéncia quando

T — +o0 € muito mais delicada e, na verdade, ndo se conhece uma condi¢do necessaria.
Entretanto, uma condicao suficiente é que f seja “dominada” por alguma exponencial de
tal modo que se tenha o seguinte decaimento

e ™ f(t) >0, quando t — +o0 .0

Definicdo: f :[a,b] > Ré continua por partes ou seccionalmente continua em [a, b]
se:

(i) f eC([a,b]—{t,,....,t,})isto é f s6 ndo é continua no conjunto finito {t,,...,t,}de [a,
b].

(if) Existem os limites laterais nos pontos t,,...,t,, ou seja, as descontinuidades sdo
apenas de salto, ou seja,

f ;) =1lim f()=Ilim f(t, +0)e If(t,)=Im f(t)=Ilm f(, -95).
toty 50" tote 50"
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Notacdo: C, ([a,b]) ={f :[a,b] > R: f € continua por partes em [a,b]}.

Exemplo: f(t)=1/t e f(t)=sen(l/t) ndo sdo continuas por partes em nenhum
intervalo contendo a origem.

1.0

0.5

a.o T T T T T T T T T T T [ T T T T ]

0.25 0.5 0.7 s 1.0

t

-0.5

-1.0
seni(1/1)

Propriedades das func¢des continuas por partes

P1) f eCp([a,b]):‘.[: f (t)dlt| < +o0.

P2) f =g em [a, b] exceto nos pontos de descontinuidade = Jj f(t)dt = I: g(t)dt.
P3) f,geC,([a,b]) = f.geC, ([ab]).
P4) f eC([a,b]) = f €C ([a,b]).
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Definicdo: f :]0,+owo[— R é de ordem exponencial em ]0,+o[ se 3C,a € R,C >0 tq:
| ()] <Ce”,vt>0.

Exemplo:
f =1¢é de ordem exponencial em ]0,+oc[ com C =1« =0.

f (t) =t" é de ordem exponencial em ]0,+«[com C =1« >0.
f (t) =e* é de ordem exponencial em ]0,+oc[com C =1,a > a.

cosht

e cosht
e¥senbt

senbt
f(t)= { 0 é de ordem exponencial em ]0,+oc[com C =1L a =0.

f(t) =

é de ordem exponencial em ]0,+[com C =1, > a.

t"e® cosbt :
f(t)= . é de ordem exponencial em ]0,+w[com C =1, > a.
t"e®senbt

Exemplo: f(t) = e ndo é de ordem exponencial em ]0,+o0[ , pois
et
lim—=1lime

t—>+o0 e"’t t—>+o0

) — 4o VaeR.

Definicdo:  ={f ]0,+o[> R: f séc.continua e de ordem exponencial em ]0,+oo[}

Propriedade: -~ é um espaco vetorial real.

Teorema 1: Se f €/ entdo existe « € Rtal que

jo“” e~ f (t)dt
converge Vs> «a.

Prova: Utilizaremos o seguinte critério de comparacéao
Lema: Se f e g sdo integraveis em todo intervalo [a,b], onde a é fixo, e se

|f ()| <g(t), vt >a, entdo
_EOO f (t)dt converge se _[:O g(t)dt converge.
Como f e/ ,3C,aeR,C>0 tal que: |f(t)|<Ce”,vt>0.Por outro lado,

B B . a-(s-at T
[, e (Ceydt=C[ e dt=Clim | e dt=C lm

T >+0 40 T —>+0 —(S—O{) o

__C fim (1—e“5‘“”): C . Se S>a.
(S_a) T >+ (S_a)

De modo que, pelo critério da comparacéao aplicado a g(t) =Ce

~=t obtem-se que

Ewe’“ f(t)dt convergese s>a.
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Consequéncia: O dominio da transformada de Laplace de uma funcdo f e sempre
contém um semi-eixo positivo Ja,+oo[ .

Exemplo: Calculo de algumas transformadas

—st T -sT
i/[1](s)=j0 e‘Stdt=TIiLn+wLTe‘Stdt= lim (e } = lim (E—e J:% Vs>0.

T—+0o| —
S0

© T
7 [e*1(s) = E e edt = lim | e ¥t :(L ,Vs>a.

a=>]

a=(] ey

a<l

st T
[cosbt](s) = [ et cosbtdt = lim [ e cosbtdt = lim | — (— scosbt + bsenbt )
0 T 0

—>+00 T+ 32 _|_b2
0

—sT
= fim | = (- scosbT + bsenbT )+ sz} >
+

Tl 5% 42 52 5?2 +b?

sesdse s>0.
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Definicdo: Defini-se como abscissa de convergéncia de < [f] o nimero dado por
s, 2infla eR:| /[f](s)| < +o0, Vs >}

Com isso quer-se dizer que
() sy <a,VaeA.

(i)Se IpeR: f<a,Vae A= f<5s,.

Pode-se mostrar que </ [ f](s)nédo converge para s <s,, de modo que
D(~[f])=]sy,+od.

OBS: Se f(t)=e™ ou f(t)=0 entdo s, = —0.

Pergunta: Ja sabemos que se f e/ entdo 3/ [f]. Serd que vale a reciproca? Se
3[f](s),vs>s,, entdio fe? A resposta & ndo, pois, por exemplo,

f(t) =1/t ¢, mas |/ [f](s) <+o0,Vs > 0.

A Transformada de Laplace como Transformacédo Linear

Conforme vimos «~ € um espaco vetorial onde sempre existe <~ [f]. Portanto, € um

bom dominio para <. Agora, devemos achar um espaco vetorial real que sirva de
contradominio para .

Definicdo: SE{F:1 ->R: 1 =]s,,+o[ ou [s,,+oo[ ou s,>—oc}.
Com a adicdo e multiplicacdo por escalar ponto a ponto, Sé um espago vetorial real.
Além disso,

58S

Pergunta: ~[f +g](s)= ~/[f1(s)+ ~[gl(s),Vf,ge ?
Resposta: Nem sempre, pois se f(t) =cosat e g(t) =—cosat, entdo

AU CERAT OFSe iaz +(—SZ iazjzo,em 10,4+ .
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Mas ndo esta definida para s <0. Por outro lado,
“If+9]1(s)= ~[0](s)=0em ]—oo, 4o !?

Convencao: ldentificaremos F,G € S quando tivermos
F(s) = G(s) em algum semi-eixo positivo ]a,+oo[.
Assim se obtém que
SIAF+9l(s) =A~/[F1(s)+ ~[9]l(s), VI, ge,VAeR.

Pergunta: Nicleo () ={0. }? Ou seja, ~~ é injetiva e, portanto invertivel sobre sua
imagem?

Resposta: Ndo, pois conforme ja sabemos pela propriedade P2, se f,g e s6 diferem
em seus pontos de descontinuidade, entdo ~ [f]= ~/[g], entretanto f = g .

Teorema 2: (Lerch)
Dadas f,g e tais que 3s, € Rsatisfazendo:

7 LF1(s) = ~[91(s), Vs €]s,,+oo]

Entdo, excetuando os possiveis pontos de descontinuidade, tem-se que
f(t) = g(t), Vt €]0,+o0[

Conclusdo: ~ :/—S € uma transformagdo linear que, se convencionarmos
identificar fungbes em “ que coincidem nos pontos de continuidade, satisfaz

SIf1s)=F(s) eSe f(t)= I FI() e/ .

Definicdo: f(t)= ~ '[F](t) é denominada transformada inversa de Laplace da
funcdo F(s) €S.

Pergunta: ~ :7” — S ésobrejetiva, ouseja, ~ (“)=S?
Resposta: N&o! Isso por causa do seguinte resultado

Teorema 3: fe = Ilm ~[f](s)=0.
Prova: Pelo teorema 1,

| 1F19) = ‘ jfe*‘ f (t)dt‘ < jO”“\e-st foldt<c j0+°°e-<s-a>tdt = & Vs> a.

x x S «
Conclusao: Fungbes como 1,s,sens,coss,——, pertencem a S, mas ndo possuem
s+a

transformadas inversas em - .
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Teorema 4: Seja f € C(]0,+oo[) tal que f' e/ . Entao,
SIE16) =s/[f1(s)- f(0F)

onde f(0*)=Ilim f(t). Generalizando, se f,f’.. f"Y eCO+c)e f™M e,
t—0*

entdo
SIE"(s) =s®> ~/[f](s)—sf(0")— f'(0%)

SLEMs)=s" /[f](s)—s"*f .(O*) —s"2f(0") —...— F "D (0")

Prova: Apenas para 0 caso n =1, 0s outros casos seguem por inducéo finita.
L) =[Te t fdt=(e = ()] +s[ e f ()t
=s/[f1(s)+ lim e f ()],
a—0"

T >+

Agora vamos usar o seguinte fato

Lema: Se f € C(]J0,+o[)com f' e/ ,entdo f e .

Prova: Como f'e " entdo 3C,a eR,C > O0tal que |f (t)| <Ce”, vt >0, ou seja
—Ce” < f'(t) > Ce”
Integrando e desprezando as constantes de integracdo, obtém-se que
If@)<Se. o
(04

De modo que,
e f(T) > 0,qdoT — +o,Vs > a.
Portanto,
IE1s)=s[T]1(s) +Tlimme’“ f(T)- Jm e*?f(a)

=s/[f](s)- f(0")

Exemplo: f(t)=—Zcosat = f'(t) =senat.

Logo,
~ [senat](s) = s [-Lcosat](s)— f(0")
~_5 Jlcosat](s) - (-3)
a a
S S 1 a
=—2(———)+== Vs > 0.
a(s2 +a2)+a s’ +a’ >
Exemplo: " t" =nl = ~/[D"t"](s) = ~ [n'](s) = n! ~ [1](s) :%! , Vs>0.
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Por outro lado,
ZID"t"I(s) =s" /[t"](s) —s"1.0" —=s"2(n0" ) —...—n(n=1)....n—= (n—2)).0 =s" ~/[t"](s)

Logo, ;—s SII) = It ](s)_L vs>0.

n+1 ’

OBS: Da ultima igualdade se obtém que nl=s"" ~ [t"](s) = s“*l.[;we’S‘t“dt,vS >0, em

particular para s = 1, obtemos a generalizacdo do fatorial de um namero natural para
qualquer namero real que ndo seja um inteiro negativo, dado pela funcdo especial
funcdo Gama de Euler

[(x+1)=x!= J:w e't'dt o

Aplicacdo da Transformada de Laplace a um PVI
Caso Particular:

y'-y=1
PVI : | :(O] SN STy =yIs) = /[1(s) = s> /[yI(s) —1- L/[y](s):é
1
ou seja,
1 1 1, ot
(s* =D [yls) = —: 7 Iyl(s) = =————=U[e](s)- Y [Us)—
s(s-1) s-1

yt)=e'-1,vt>0.
Que €, exatamente, a Unica solucéo do PVI.
Caso Geral: Dados a,,a,,...a, €R, f e, ¥, =(y(0),y'(0),..., y""(0))" eR", sejao

PV|:{L[y](t):a"y(n)(t)+"'+a1y(t)+a°ya) T_~ /[Zaky(k’(t)](s)—/[f](s)

I0 y= yo
Usando as propriedades de ~; obtemos que

En‘,ak STy Ns) = CTHIs)=a, 7 [yl(s) + Zn‘,ak [s“  [yl(s)—s*'y(0") —s"?y'(0") -

k=1

. y(k_l) (0+)] _ i/[f](S) — iaksk;ﬁ/[y](S) _ iiais(k—l)—i y(i) (0+) _ y[f](S) =

k=1 i=0

SLF1s) + Zn:kiais‘k‘”‘i y©(0%)

=/ Tyl(s) = S
> as
e+ Y S sty 01)
y(t) — :/,Fl k 1n|:0 — (f/rl[‘! [ f ](S) + q(S)](t)
aksk p.(s)
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Teorema5:Se f e~ e a>0,entdo

A ooy =L o115 = 2 [ f (0
[Ja } 0

S S
De um modo geral

o fj‘ f (x)dx...dx |(s) = Si SIF16s) —Sinjoa f(x)dx—snilj:j; f (X)dxdx—...—

n

—% [ [ f 0od..x

n-1

Prova:
A prova se baseia no fato de que se f € entdo jt f (x)dx €~ .De modo que,

v [ [f (x)dx}(s) = ["e (]| f (= j:[ [f (x)dxjd(

e—St
-S

) =

ieSt jtf(x)dx} MO ERICLEEEU O
_gJa 0 S0 Che S

A formula geral € provada iterando esse resultado.

Entao,

senax}t _ senat

t
Exemplo: Como se sabe Lcos axdx = (
a | a

7 [Esenat](s)=£’/ [cosat](s) = ~ [senat](s):g( 5 > 5) == a
a S S s“+a s“+a

5 , Vs > 0.

Exemplo: ~ [te'](s) = ? Tem-se que
j; xe”dx :j; xde* = (xeXL —J:exdx =te' —e' +1.
De modo que,
Ute —et +11(5) = [ xed](s) = % et (s).

Mas entdo

1y et el _ el ey _ _ 1t 1 1
(1—;)\/[te 1s) =~ [e'](s) /[1](5)—5_1 s sG]

O que resulta em

7 [te'](s) = ﬁ Vs > 1.

1 d 1 d .. .
OBS: /[te'l(s)=———=——-—=—— ~[e'](s) . Coincidéncia?
[te'](s) (s—1)? dss—1 ds [£'1()
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1° Teorema da Translagao:
7F10s) =(s) = [%ebt f (%)](s) =¢@(bs—a),vb >0,vaeR.

Prova:

a

% [% eb f (%)](s) =["e™ (%eb‘ f (%))dt = [ ™ f(r)dr = / [f1(bs—a) = p(bs—a)

Corolario: ~ [o(bs —a)](t) = %eb‘ f (%) —eb  [p(bs)](t), Vb >0,vaec R

a

S pbs)|(t) =€ ® (s —a)(t), va e R.

Exemplo: Tem-se que

s
~ [cosbt](s) =
[ 1(s) R
De modo que,
s—a
~Te*cosht](s)=——— ,Va,be R.
[ 1) (s—a)® +b?
2s+3
Exemplo: Calcular & [——=](t).
P [sz—4s+20]()
2s+3 2s+3 _ 2(s—-2)+7 _5 (s-2) 7 4

= = fr +_
S?—4s+20 (s*—4s+4)+16 (s—2)° +4? (s—2)°+4° 4 (s—2)° +4?
De modo que,
25+3

o
[52 —45+20

t) = 2e® cos 4t + ZeZtsen4t )
4

Definicdo: A funcéo degrau unitario ou funcao de Heaviside é a seguinte funcéo:

Ha(t)={2 T2 @20
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Aplicacao:
Dada uma funcdo g:R — R pode-se construir a seguinte funcéo
H,(t)g(t—-a) ,vae R.

{9,

‘l\ gft-a)

—
o

Hit)g(t-a)

\

ot

A interpretacdo fisica de tais funcdes & de que elas representam impulsos com
retardamento em sistemas fisicos, pois s6 passam a atuar no sistema apo6s t = a.

2° Teorema da Translacéo:

Se f(t)=H,(t)g(t—a)cE ,entdo ~[f](s)=e* ~[g](s),Va>0.
Prova:

SIF1(s) = J:e’“Ha(t)g(t —a)dt = .[:e’“g(t -a)dt = I:e’s(’*a)g(r)dr =e ™/ [g](s)

Corolario:
7 Me™ o [gl(s)](t) = H, (t)g(t—a) ,va>0.
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Exemplo:
7 H, (t)sent](s) = ~ [H, (t)sen(t + a—a)](s) =e > & [sen(t + a)](s)

=e * /[sentcosa + senacost](s)
= e *[cosa  [sent](s) + sena - [cost](s)]

_as 1 S _as[ COS@+ssina
=e *|cosa———+sena—; =6 ———
s°+1 s°+1 s°+1

Exemplo: Seja f uma fungéo que possui o seguinte grafico

Podemos calcular </ [ f] utilizando os teoremas acima. Basta observar que
f=1f+f,+1,

0.,0<t<1 0,0<t<2
fi=1 fz(t):{ , fs(t):{

1-t,t>1 t-2,t>2
Assim tem-se que
f0=H,O-1) , ;O =H,1)(t-2).

De modo que,
. o 1 e° e* s-e*+e™®
JLFKE) = CT) et ) e TS =T k=
) e—35
Exemplo: [ ———](t) ="
P [32+63+1O]()

Vamos usar o corolario: ~ [e”* ~ [g](s)I(t) = H,(t)g(t—a) ,va > 0.
Neste caso, temos que necessariamente a =3. De modo que,

) =H,®g(t-3 onde [gl(s)=
+10

S +6S
Por outro lado,

[ e e
$?+6s+10 (s+3)*+1 (s+3)*+1

Portanto,

s2+6s+10

)=~ ‘ﬂﬁ](t) =e ¥sent

e—35

m](t) = H 3 (t)e—S(t—3) Sen(t - 3) .

7|

Teorema 6: 7t ©1(s) = (D"

d"
o~ 71f1(s).
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Prova: n=1:

d . d = —st © 0 —st Y, c
% /=1 [[e (i = J.Og(e (1) it = [e™ (0 f @t =— [tF ©(s).

n>1: inducdo sobre n.

Corolario: 1

d d 1 2s
Exemplo: < [tsent](s) = —— <~ [sent](s) = —— = .
P [tsent](s) ds [sent](s) ds(s2 +1j (s® +1)?

Exemplo: &

1
(s> +1)°

Vamos usar a propriedade U f(x)dx}(s) = [ f](s) .Neste caso, obtém-se que

j; 7 Hes)(t)dt = [%co(S)](t) :

De modo que,
1 s to
2 [( )2]()— I W](t)zj0 [———( 7 )]( )dt

Por outro lado,

2 ‘1[—( )](t)— B = —tsent

ds 's®

Assim,
DT _ e L ' wd(coos) = Leent - L
7 [(Sz+l)2](t)_ ZIO( xsenx)dx 2.[on( COSX) 2sent 2tcost.

O proximo resultado é muito importante na analise de sinais periodicos, os quais sdo

muito freqlientes na eletrénica.

Teorema 7: Se f €+ é periddica de periodo T, entédo

j e f (t)dt

S =

Prova:
SIE) = [e f@dt=[ e fdt+ [ e f@dt.+ [ e f D)t

Fazendo a mudanca t = x+nT na (n+1)-ésima integral obtém-se que

(n+)T —st _ T —SX 4 —SNT _ A-sSnT T —SX
jnT e f(t)dt_joe e f (x+nT)dx =€ joe f (x)dx
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De modo que,
SIS = [ e Fdt+e T [ e F(xdk+..+e [ e ()dx+.

=(re T b e ) e (dx = % [ et (x)dx

@
Umavez que 0<e™" <1,Vs>0.

Exemplo: Obtenha a transformada de Laplace do seguinte sinal

| 2 a 4 5
Tem-se que
1,0<t<1
f(t)=<2 0,1<t<?2
ft+2)=1(t)
De modo que,
[et@d [edt | g .
\/[f](S)Z : -2s =2 25 25y A
l-e l-e s-e) s@+e™)
Exemplo: Obter
~ [sen(t)](s)

Tem-se que
_st 2z

e
s ———(—ssent—cost

JO e sentdt 52+1( )0 —e ™ 41 1

T =27= “[sen(t)](s) = =

1-e?™ 1-e?™ - (s*+D(1-e?") T4l

Aplicacoes as EDO’s a Coeficientes Polinomiais:

A segunda funcéo especial que nds obteremos sera a funcao de Bessel de 1% espécie e
ordem zero, J,(t) ,dada pela solugéo do seguinte

PVI :{ Yty =0
y(0)=1y'(0)=0
Aplicando Laplace a EDO obtemos

Paulo Marcelo Dias de Magalhédes - DEMAT-UFOP 15



—%[sz JIyI(s) — sy(0") — y'(O )] + (s [Y)(S) — y(0°) —% S Ty(s) =0
Ou seja
—di[s%/ [yI(8) -]+ 7 [y)s) -1 L [y)(s) =0
S ds
Ou seja
(s* +1)O|i ZIyls) +s[y]l(s) =0 = i 7 Tyl(s) + 25
S ds s +1

A qual € uma EDO linear de 12 ordem com fator integrante

7 Iyl(s)=0

S
u(s) = efﬁds _ Ity _ (s +1)V2,

Demodoque
C 4, C 1 3 1 . @1
v S =—1+— =—|1l-—5+ ——..+(-1 —+...
yI) = m s( 52) s[ 2s?  2%21s* . )(2“ ? %"
OBS: Por Taylor obtem-se que
A+X)* =1+ax+ a(o;_l) x? + a(a—lgl(a—Z) X +..,VaeR.

Sendo assim, entdo

s [y](S) CZ( (;)k k(lz)k)l SZ:Ik-+1

Procedendo formalmente e aplicando a transformada inversa de Laplace, obtemos

(DK & (D! t* 5 (D
y(t) Cz (2kk|) < 2k+l]()_ Z (2kk|) (2k)'_CkZ:(;(2kk')2

Generalizacao: A equacao de Bessel de 12 espécie e de ordem n é dada por

t2y”+ty’+ (t2 — n2)y =0.
Possui como uma das solugdes a funcgdo de Bessel de 12 especie e ordem n dada por

to0 ( 1) t n+2k
J.(t) = Zkl«mk)l(j t>0.

k=0

Aplicacdo a PVI com condig0es iniciais em t=0

Consideremos o seguinte
" — 1
PVI :{ y'= y,
y(r)=a,y'(z)=b
Fazendo a mudanca x =t— obtemos que Y(X) = y(x+ ) = y(t) satisfaz as seguintes
condigdes
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y(0) =y(7).y'(0) = y'(=), y"(x) = y"(t)

De modo que, o PVI original se transforma no seguinte

PVI :{~ ey =l
y(0)=a,y'(0)=b
Esse nos podemos aplicar Laplace para obter
ZIY"O0Ns) + [y 0l(s) =~ [L(s) = [s* ~ [Y1(s) — sY(0) - ¥'(O)] +  [Y1(s) =%

ou seja

~ 1 ~ 1 as+b
s +1) /[y](s)==+as+b= “/[V](s) = n
&7+ BIE) S Y1) s(s?+1)  (s*+1)
De modo que,
~ 1 as+b
X)= " X)+ ! X
y(x) [s(sz+1)]( ) [(Sz+1)]( )
Agora,
21 1 ZS s t1-cosx , a§+b=a 25 +b 21 <t acos x + bsenx
s(s“+1) s s°+1 — s°+1 s°+1  s°+1 7
De modo que,

y(x) =1+ (a—1)cos x + bsenx
Retornando a variavel inicial, obtem-se que a solugdo do PVI original é dada por

y(t) =1+ (a—21)cos(t — ) + bsen(t — x).

Funcado Impulso Unitario (Delta de Dirac)

As forgas impulsivas aparecem geralmente como “forgas externas” em EDO’s do tipo

ay"+by’+cy =g,(t)
onde &£>0e g,(t)é zero exceto num intervalo t, —e<t<t,+&, no qual é “muito
grande”, ou seja g, (t) € uma forca concentrada em t,.

Definicdo: A integral impropria

1(2)=[ g, (t)dt
é o impulso total aplicado pela forga impulsiva g, (t).

Exemplo: Consideremos a seguinte forgca impulsiva

1
d (t)=12s ' e<t<e
0,t<—-¢evt>c¢

Neste caso o impulso total é dado por
I(e)=[d,(t)dt=]" Ldt=1ve>0.

Paulo Marcelo Dias de Magalhédes - DEMAT-UFOP 17



Concentracdo da forga impulsiva d, : ¢ quando se faz ¢ —» 0™ .

Tem-se que
lim d_(t) =+
e—0"
Por outro lado,
Iim I(¢) =1
0"

De modo que, no limite se obtém um “objeto matematico” surpreendente!

+o00 ,t=0 . o0
d,(t) = satisfazendo d,(t)dt=11?
o {0 0 [ d®

Esse novo objeto impds uma generalizacdo do conceito usual de funcao.

Definigdo: A “funcdo” delta de Dirac ou fungdo impulso unitério, &, € caracterizada
pelas seguintes propriedades

+00,t=0 +00
o) = e o(t)dt =1.
L {o %0 JLo®

OBS: N&o existe fungdo do Calculo Elementar satisfazendo tais propriedades. O 6é o
primeiro exemplo de uma funcéo generalizada ou distribuicéo. o

Definigdo: O impulso unitario em t, = 0 é dado por
ot—t,)
e denotado por &, .De modo que,
5, () = {Bﬁ;:f’ com f:ato (t)dt =1.
Apesar de o, ndo ser uma funcdo, pode-se obter a transformada de Laplace de
J,, atraves de um processo limite. Denota-se & por &, .

Definicao:  /[o, ](s) = Iing+ d, (t—t,)](s), Vt, > 0.

De modo que,
ty+e
. +o0 . fo+e 1 . 1 e*St 0
L = lim i, (t— = lim = dt=lim —
[é‘to](s) £50 J-o € dg(t to)dt E-0" Jy-¢ ¢ 2& a &0 28( ) :|t -
_s, Senhse

) 1 _ Cs(t— .
= lim —(—e sllo+e) 4 g=sllo g)): lim e
E-0" 2¢S E-0" SE

Aplicando L’hospital, obtem-se que

7 16,1(s) =€, v, >0,Vs = 0.
OBS: Surpreendentemente,

v[6,]1€ S,mas 6, ¢ o

OBS: Passando o limite t; — 0", obtem-se que
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Z16,1(s) =1.0

Definicéo:
j”’ato (t) f (t)dt = Iirglrwdg(t—to)f(t)dt Vf eC'[R).

Utilizando o TVM para integrais, obtem-se que
+o0 1 rto+e 1
d (t-t,)f(t)dt=— f(t)dt =—(2¢&) f (t*) = f (t*
[ d-t)fdt=o- "7 f (Mt = (2e) £ (¢4) = ()

para algum t* €lt, —&,t, + [ . Logo, t* —t,, quando ¢ — 0", de modo que

f: 5, () f(dt = f(t,) ,vf eC(R).

Exemplo: Resolva o seguinte
oV :{y”+ 2y'+ 2’y =07 (1)
y(0)=y'(0)=0
Aplicando " obtemos que
s*/ [yl(s)—sy(0") —y'(0") +2(s / [yl(s) — y(0")) +2  [y](s) =& "
ou seja

e e—Sﬂ'
(" +25+2) ) =" = YO = 5o

Aplicando ~
YO =e L =eet LS
s+ D)*+1 - |

=—e “7H_(t)sent

1(t) =7 H_(t)sen(t - z) =

Convolucéo:

Pergunta: ~[f.g](s)= ~[f1(s)-~ [9](s)?
Resposta: Néo!

Contra-Exemplo:

=190 =t=/[116) =,/ [o)e) =7 = / [118) 7 [g](5) =5 .

Entretanto, ~ [ fg](s) = ~ [tl(s) = iz .
S
Por outro lado, pela 22 propriedade da translagédo, tem-se que

e~ g](s) = ~[H.(t)g(t—2)](s) = _[Ome’“g(t—r)dt V7 >0.

OBS: De fato,
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e /[gl(s) = “[H.Ogt-7)(s) = fGStg(t—T)dt

= [ e=g(0)do (O=t-71)
0

Por outro lado,

“Ta(t-1)](s) = Te““g (t—7)dt = Te‘s(g”’ g(0)do

- U +T ]e‘s(g”)g (0)do

-z 0

Como g € ,entdo D(g) =]0,+[= g =0 ,V8e[-7r,0],V7 >0.De modo que,

“Tgt=1)](s) = I e g(@)do=e"[g](s),Vr>0.
0
Portanto, se f, g e+ possuem transformadas definidas em ]« ,+oo[ , entéo

2107 1010 =([[ e e | [ e gt
[ (r)e_”( [ e‘“g(t)dtjdr
= [T/ [g)(s)dr
- [T/ 19t-)(s)dr

- j f (T)J‘Me_Stg(t—T)dtdZ' - j v j“ f(r)e~tg(t - 7)dtdz
0 0 0 0
ou seja,

ZI1(s) ~ [gX(s) = fim jOT jo“” f(r)e'gt—7)dtdr <+ (1)

Umavez que, ~ [f]1(s), /[9](S) <+, VS>a .

OBS: Fixados T >0,R > 0,tem-se que o integrando em (1) € continuo em sub-regifes
contidas no retdngulo R :0<7<T,0<t<R. Uma vez que, se os saltos de fem
[0, T]ocorrem nos pontos z,,(k =1,..,m)e os saltos de g em [0, R]ocorrem nos pontos
t;,(i=1...,n), entdo os saltos do integrando ocorrem nas retas; 7 =7, ,t =7 +t;.
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t-I+t
£

f:?—+f1

| regides de
: confimuldade

|
ol
—

Teorema: Teste M de Weierstrass para convergéncia uniforme de integrais do tipo
F(x) :j;?(x,t)dt o<x<c.

Hipotese:
(H1) f (x,t) continua em regiBes poligonais (n° finito) contidas em retangulos:
0<x<c0<t<T.
(H2)Existe uma funcéo seccionalmente continua M(t) satisfazendo
[f(x 1) <M(t),0<x<c,vt>0

j;ﬁ')l (t)dt < +0 .

Tese: A integral F(x) é uniformemente convergente em relacdo ao parametro x [0, c].

OBS: Para podermos inverter a ordem de integracdo em (1) € necessario estabelecer a
convergéncia uniforme da integral impropria em (1) em relacdo ao parametro
7€[0,T].o

Entretanto, devidoa f,g e/, existe C >0, € R tal que
|f(r)eg(t—7)|<Ce*"ee"™ =Ce I =M(t) (2)
onde M(t) satisfaz ao teste M de Weierstrass, pois independe do parametro z e
W ()t < +00, Vs> .
De modo que, (1) pode ser reescrito como
C1F18) ~ TgX(s) = Jim L+°°e-5‘ LTf (7)g(t—7)dedt=_lim [1,(T)+1,(T)]
onde

|1(r)=J’OT e-StLTf (0)g(t - 7)d it

-+00 st T
|2(r)=jT e Lf(r)g(t—r)dzdt
De (2), obtem-se que
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||2(r)|Scﬁwe_(s_“”ﬂdrdt :C% Vs> a.
—-a

De modo que,

TIim I,(T)=0.
Por outro lado, a regido de integracdo de 11(T) € o quadrado: 0<z<T,0<t<T, sendo
que g(t—7)ndo estd definida para = >t podendo, portanto, ser definida igual a zero
nessa regido. Com isso, obtem-se que

T t
Il(T)=Le‘S‘Lf(r)g(t—r)drdt.
De modo que,

STH(6) 7 Tals) = Jim 1,(T)=["e j; f(r)g(t—r)dzt.

Definicdo: A convolucédo de duas funcdes f eg, denotada por f *g, € dada pela
seguinte funcéo

(f*9)(0)= [ f(D)a(t-r)dr.

Teorema:
Hipdteses: f,ge com ~[f](s), ~/ [g](s)definidasem 0<a <s<+0.
Tese:

[f1(s). ~ T9l(s) =~ [f *gl(s)

Vs>«
Corolario: (f =g)(t) =~ [F(s).G(S)](L).

Propriedades:
(P1) fxg=g=f
(P2) fx(g+h)=f=xg+f=h
(P3) f=(gxh)=(f=g)*h
(P4) fx0=0

. . o~ f(t),0<t<+00
(PS) =5, =1, f(t)_{ 0 . t<o

OBS: f eC(R) < f eC(R")e f(0)=0.0

Pergunta: f,ge = fxge/?

Resposta: Sim!

De fato, f,g e =3C,,C, >0,3a,,a, cR: |f()]<C.e " |g(t) <C,e™ vt>0
De modo que,

| f(D)g(t—7)|<Ce” ™" <Ce™  onde C=C,C,,a=max{a, a,}. Logo,

(F *g)(®) sj;\ f (r)g(t—r)\drscj;eatdf=(:teat,w >0,

Por outro lado, dado ¢ >0, definindo

Paulo Marcelo Dias de Magalhédes - DEMAT-UFOP 22



M (g) = max te @

0<t<oo

Obtemos que
Cteat — Cte—ate(a+g)t < Me(a+g)t
onde M =CM(¢g) >0.

Aplicacédo as Equacdes Integrais Convolutivas

Y =f®)+ [ 9t-2)y(@)dz (EIC)

Procedendo formalmente, aplicamos ~ em ambos os lados obtendo

Y($)=F(s)+ /[0 * yI(s) = F(5) + GS)Y (8) = Y (5) =)

1-G(s)
onde Y(s) = ~[yI(s),F(s) = ~“[T]1(s),G(s) = ~[g](s).
Aplicando ~ " obtemos que

1
1-G(s)

1

1_G(S)](r)f(t —7)d7.

yt) ="

FEIO=[ 7

Exemplo: Aplicacdo as Equacbes Integro - Diferenciais Convolutivas (coeficientes
constantes) 12 ordem.

t
ay'(t) +by(t) = f(t) + Io g(t-7)y(r)dz
Aplicando /" obtem-se

(as+b)Y(s) —ay(0")=F(s) + G(s)Y(s)

Logo
Y(S) — M .
pL(s)-G(s)
Aplicando ~ " obtem-se
Y =ay(0") / ———— )+ [/ [———— (D) ft-)dr.
p.(s)—G(s) 0 pL(s)—G(s)

Aplicagdo as EDO’s Lineares com coeficientes polinomiais.
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y"+ty'—y=0,0<t <+

PVI : Iy:O
0 1

n

OBS: F(s)= /[f1(s)= ~ [t"f (©)](s) = (-1)" ;’Sn

F(s).o
De modo que,
! d + !

Y Iy'(O1(s) = ~ s (sY(s) - y(07)) =—sY'(s) - Y(s).
Aplicando -~ aambos os lados da EDO obtem-se

(s°Y(s) —sy(0") = y'(0")) —sY'(s) =Y () =Y (5) =0
ou seja

Y'(s) +(E—3)Y(s) __ 1 :
s s

Que é uma EDO Linear de 12 ordem. De modo que,

s2 s2 s2 s2

I(z—s)ds 2Ins——
S

u(t)=e —e" 2 =5’ 7 = (us)Y(s)) =-se ? = u(s)Y(s)=—[se 7ds+C

SZ

s s 2 s
OBS: J.se Sds:—J.e 2d(—s?):—e 2 .o

Portanto,

Entretanto, se quisermos y e« entdo necessariamente C =0.

Concluséo: Aplicando ~ ", obtem-se que a solugdo do PVI (em ) é dada por
y(t)=t .

Exemplo:
y'+ty'+y=0

PVI : 0 ,0<t<oo
Iy = 1

Aplicando <~ a ambos os lados da EDO obtem-se
s?Y(s) —sy(0") —y'(0") —sY'(s) =Y (s) +Y(s)=0

Ou seja
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Y’(s)—sY(s)z—é .

Neste caso,

SZ

[—sds —s%/2 ! e 2 s/2 e’ 2 s?/2
u(s)=el % —e = (u(s)Y (s)) == =Y =- j dr+Ce

Novamente, como queremos y €, entdo necessariamente C =0.
De modo que,
S _—12/2
207 €
Y(s)=—e° ’Zj—dr.
T

Entretanto, se aplicarmos -~ obteremos que

S
y© =—~ e 2[5 ——dr|v)="

OBS: Néo existe f e/ tal que ~[f](s) —e%/2 De modo que, ndo se pode aplicar a
convolucdo. o

Teorema: (Valor Inicial)

Hipotese: f, f'e " .
Tese: lim s /[f](s)— I|m f(t).

S—>+00

Prova: ~[f'l(s)=s~[fl(s)-f(0") e f'e”" = lim <~ [f'](s)=0. Portanto,

S—>+00

lim s /[f](s)—f(0+)— I|m f(t).

S—>+0

Teorema: (Valor Final)

Hipotese: f, f’seccionalmente continuas e limitadas sobre [0,+o[ , com |f’| integravel
em [0,+oo[ .
Tese: lim s [f](s)= lim f(t).

s—0" t—+o0

Prova: /[f7)(s)=] e f'®dt= lim ~[f](s)= lim [ e S f/(t)at.
0 s—0° s—0" 70

Pela convergéncia uniforme obtida pelo teste de Weierstrass, uma vez que
‘e_St f ’(t)‘ <[f/(0), V>0 [ f/Ofdt <o,

temos que
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lim 0+°°e—5tf'(t)dt: jo“’o lim e St f/(t)dt.
s—0" s—0"
De modo que,

i ) , [T, o T _, o 4
sll—r>n0* SIf ](s)_j0 f (t)dt_TanloojO f (t)dt—TIlr)rloo[f(T)— f(0")

Portanto,

lim (s:/[f](s)—f(o+))= lim <~ [f](s)= lim (f(t)—f(o+)).
s—0" s—0° t—+o0

+00

Teorema: Hipotese: F(s) = Z ak % , absolutamente convergente Vs >a >0.
k=0 S
Tese:
1 +00 tk
= C _ = —_— >
ft)= v FEIL) = D a - vt>0.

k=0
Além disso, f é continua e de ordem exponencial ¢4,Vey > .

Aplicacdo ao calculo de integrais parametrizadas.

Exemplo: Funcdo Gama de Euler (fatorial generalizado):
O fatorial de um numero inteiro positivo é por defini¢cdo dado por
n=1.23.....(n=1).n

De modo que a funcao fatorial satisfaz a seguinte equacéo funcional

nl=n(n-21)!.
Assim, para n =1 obtemos que
1=1=1.0=0'.
Se fizermos n =0 obteremos que
Comim Mot
n»on of of

Mas entdo quando n=—1 obteremos que
(D= (-D)(-2)!= Foo = (-2)!.
Analogamente, quando n =—2 obteremos que
(-2)!'= (-2)(-3)!= Foo = (-3)!.
E assim sucessivamente. Ou seja, o fatorial de qualquer inteiro negativo sera infinito!
Por outro lado, se n>0 sabemos que

|
STt"(s) = Igwe_Stt”dt = % Vs>0.
S
De modo que,

j()*“’t”e—tdt - /") =n!.

Esse fato levou Euler a definir a seguinte generalizagéo da funcgéo fatorial
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Definicdo: A Funcdo Gama (ou fatorial generalizado), denotada por T'(x), € dada por

r'(x) = Igootx_le_tdt Vx>0,

Propriedades
(PL)I'(x+1) =xI"(x),x > 0.

(PT'(Q) =1.
(P3)I'(n+1)=n!,vn>1.
Grafico

ok L

Com a fungdo Gama podemos obter
STt 1es) |, vr > -1,

Isso permite generalizar a nocdo de derivada de ordem ne N para ordem fracionaria!

OBS:

ZIf16s) ,VreR,r>-1. =

Teorema: Dado r&R, r>-1, tem-se que

SITs) = F(r+11) (r:r+11)! Vs> 0.
S

S

Prova:

JINE) = [ et tdt=[Te () (e )_r(”l)

Exemplo: Um exemplo de integral ndo trivial que todo estudante de Céalculo I conhece
é 0 seguinte

100 g2
j e % dx.
0

Através da transformada de Laplace podemos calcular tal integral. De fato, definindo a
seguinte funcdo (familia parametrizada de integrais improprias)
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f(t) = jfe—txz dx

Tem-se que,

S)(s) = j I e dxlt = j j e gt j J' & "Nty —

—(s+x2)t 0
:j nmj e gty = j lim| £ dx:j dx__
0 To=do 0 T —(S+X) 0 S+X

1" dx 1. d(x/\/g) [ T
- = - =
-[ [1+(x/\/§)2} \/gb'ﬂl.[o [1+(x/¢§) } Js arCtgf 2
De modo que,
f(t) = /—1[%](0 zoL 710
OBS: Pelo teorema anterior,
S 2)(s) = F(1/22)

Pelo exercicio da lista, sabemos que T'(1/2) = Vo0 que implica em

Portanto,

Igoe_xzdx: f(1) :%.

OBS: Solucédo apresentada por Laplace:
sIF1D) = J? e (J.: e“xzdx)dt = J': I: e et :I:J':e‘(l*xz’tdtdx

a7 .
= _[ ( ¢ } o > = (arctgx]y =%

—(1+x%) 0 1+X
Por outro lado,

j: e (Jj e*ztdx) dt = I: e (J:O et 2du ) dt

OBS: U2 :=xt= x=U/t = dx=t"2du.

J: e (j: exztdx) dt = (j: e‘tl’zdt)(jooo e“zdu)

OBS: v=t"2 =t =v? = dt = 2vdv = t *dt = 2dv .

[e (I: exztdx) dt = (J': 2eV2dv)(I;: e”zdu)
= 2(.[Owe‘”2du)

De modo que,

v

NS
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S5

— 1) = Z(I:exzdx)z = ["e " dx=

Exemplo: Avaliar a familia de integrais

h(t) = jo costx % dx,a>0t20. (1)

x2 +a2
Aplicando a transformada de laplace a (1), obtem-se que
_ [®,—st [® costx
H(s,)_j0 e jo % dxdt (2)

OBS: Tem-se que
h(t) = j(‘;’ f (x,t)dx

onde  [f(x,t)< > =M(x) com IwM (x)dx = 2= < +o0. De modo que, pelo
0 2a

Teste M de Weierstrass h € uniformemente convergente, portanto pode-se trocar a
ordem de integracdo em (2) e obter-se que

_[*_ 1 © _—st
H(s)__[0 oar Io e " costx dtdx

e
0 x*+a? \s?+x?

Usando fracGes parciais

1 __A B A=1/(s% -a?) .
(x2 +a2)(s2 + x2) x?+a’ s +x? B= —1/(s2 —a2)
De modo que,
B S oo( 11 _ S x_x\_x _1
H(S)_ (SZ—aZ)J-O \X2+a2 X2+SZ )jx_ (SZ_aZ)(Za ZSJ_ 2a (S+a).
Sendo assim,
_ -
h(t) = ~ 1[H]t) = 1[—](t)—— o
Portanto,

0 /.
_[0 %dx=2—e at a>0,t>0.
a
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Aplicacdo as solucdes fundamentais de equacdes diferenciais parciais.

Modelo Matematico para difusdo do calor unidimensional (um fio semi-infinito de
material homogéneo) com temperatura inicial (t = 0) igual a zero, com a extremidade (x
= 0) mantida a temperatura constante ug >0. O Problema de Valor Inicial e de

Fronteira (PVIF) é dado por

Ut =k2uXX ,X>0,t>0
(PVIF):< u(x,00=0 ,X>0
u(0,t) =ug >0

Onde k? =K /cp é o coeficiente de difusividade, sendo K a condutividade térmica, ¢ 0
calor especifico do material do fio e p a densidade do fio. Como ndo existem no

mundo real temperaturas infinitas, impGe-se a seguinte condicdo de limitacdo sobre a
temperatura

ux, ) <M,vx>0,vt>0. (1)
Como a temperatura esté definida, em cada variavel, em dominios semi-infinitos, pode-
se aplicar a transformada de Laplace tanto em relacédo ao espaco (variavel x) quanto em
relagdo ao tempo (varidvel t). Apliquemos em relacdo a variavel t. Com isso obtemos
que

7 uel(x,8) = '[goe_St %u(x,t)dt =5/ [u](x,s) —u(x,0) =sU(x,s).

o0 2 2 o0 2
7Tk 2Ug 1(X,S) = kzjo e~ aax—zu(x,t)dt =k? ;(—Zjo e Stu(x, t)dt =k ;(—ZU(x,s)

De modo gue, obtemos a seguinte EDO
2

d—2U (x,9) —%U (x,5)=0. (2)
dx k
OBS: Na verdade trata-se de uma familia de EDO’s parametrizadas pelo pardmetro real

S. O
Pela teoria das EDO’s, para obtermos uma solug@o tinica de uma EDO de 22 ordem
precisamos impor duas condicdes iniciais. Entretanto, s6 temos uma condic¢do inicial na
variavel x! Realmente, a condicdo de fronteira é transformada em uma condicao inicial
para a funcdo transformada U (x,s), uma vez que

U(0.,s) = ~ [u(0,)](s) = jgoe_Stu(O,t)dt = jgoe—S‘uodt =ug  T1(s) = “?0

A solucéo geral da EDO (2) é dada por

Vs s,
U(x,s)=Cie K +Cpe K

Aqui € que serd fundamental termos imposto a condic¢do (1). Isso supriré a falta de uma
segunda condicao inicial. De fato, de (1) obtem-se que
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U (x,9)|=

re“u(x,t)dt
0

De modo que, necessariamente limU(x,s)=0 .

S—>+w

gI e Ju(x,t)dt < MJ. et =M Vs >0,
0 0 S

Portanto,
Vs,
U(x,s)=Coe k .

Agora sim podemos impor nossa unica condi¢do inicial sobre a solucdo geral para
obtermos uma solugdo Unica. Fazendo isso, obtemos que

Y0 _y(0,5)=C,.
S

Portanto, a Unica solugdo do problema misto

d? S
—2U(x,s)——2U(x,s) =0,x>0
dx k
U(0,s)=ug/s
U (x,s)| < M
E
Vs,
U(x,s) = Yoo &
s
Entdo, a solucdo do (PVIF) sera dada por
_\/gE
_ _1,€
u(x,t) = U)X, t) =ug I . 1xt).  (3)

Para obtermos essa transformada inversa precisaremos de alguns resultados.

Proposicao:
1 —%: S
a Y [—==e S) = ,a>0
(a) [ T 1(s) N
_a’
(b) | e 4]s)=e VS o450
20rzt3

Prova: Estratégia: transformar em um sistema de EDO’s. Definindo as variaveis
~avs

Ya (S) = eT

,a>0,s>0 e Za(s):e_"“g,a>0,s>0.

Tem-se que
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(Yo (8)) = =924 () +5Ya(5) &  Z4(5)=-%Y,(5).

OBS: De fato,
s
(sY,, (5)) = sY., (s)+Y,, (s)_s[j_’ als | \/_(e “I)} \/gs
s
=s_( 1573/2)q ~avs | \/_( a\/—)e—aﬁ}r \/;
=S _ﬂ_Fi _Qs_llz)e_a‘g +e_a\E
o) s 2 Vs
a5 g

-a
- e
_ Qg a\/g_i_

2Js 2 Js

= 1Y, () -42Z,(5)

O
De modo que, obtemos o seguinte sistema

SY5 (8)+ 3V (5)+ 424 (s)=0
Zp(8)+5Yq(s)=0

-1

Aplicando ~~, somos levados ao sistema

~ (Y ) +3 Y ) +Z2,(t) =0 Wy ~3Va + 524 =0
= = ya +(2t 4tz)ya -

—tza(t)+%ya(t):0 Za:%ya
OBS:
STy, 15 =-Y.(5) =5 Ty, 1(s) = ~sY.(5)
7y, )1(s) =sTty,1(s)-0.y,(0) =—sY,(s)
= 7 7[sY,(s)I(s) = —(ty, (1))’
O

A qual é uma EDO linear de 12 ordem, cujo fator integrante € dado por

2

*J(f 7) t a

2
ut)y=e? & 4% _ fre 4t
Portanto, obtem-se que
c -~ s
ya(t):_e a € a(t) C—e 4t
Jt 2\t3
Se a =0, entdo
{112

Yo(s)—jg:»yo(t)— /—1[f](t)— 0.

Logo, para o =0 e t =1, temos que
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1
—=Yo@)=C.
Jr °
Resumindo, obteve-se que
L« o
Vo) =——=e H a>0,t>0 e za(t)zie M a>0,t>0.
v 7t 2\ 7t3

OBS: Esta demonstracdo estd correta desde que a constante C seja independente de
a O
Uma demonstracdo direta de (a) e (b) pode ser dada da seguinte forma. Primeiro
provamos (a) para « =1 e depois utilizamos o 1° Teorema de Translagdo. De fato,
como

1 -1/4
t)y=——e ,t>0,y1(0)=0,
yl( ) \/E y]_( )
é continua Vvt >0 e limitada , entdo Vs >0
1
o g e MU (st o~y
\/;Yl(s)zj‘o e st e N dt:.[o e 4 %:e_‘g'[o e 24t d(2+'t)
fazendo a mudanga 7 = 2./t obtem-se que
_(ﬁr_é)z
©) \/;e‘EYl(t):J.gOe 2 7 dr.
fazendo a mudanca 4 = ér obtem-se que
Js 2 o L2y gy
d JreVsy(s) = ("e 4 2 2L,
C) 1) =7, 2
Somando (c) e (d) obtem-se que
ety ity gy
2/7eVsY,(s) = j e ) z'+—_[
/12

Finalmente fazendo z = A na primeira integral obtem-se que
Vs, 1. Vs, 1,

Js [ ~(—4-7) e —(—A—2) 2 \/g 1
2/7e sYl(s)_joe 2 2 (1+12\/§)dz_j0e 27 2 E(7+,1_2)M
Vs, Js 1
:_J' 54 A) (£ i)dl:—j 4 ;L) d(ﬁg__)
Js 90 42 Js 20 2
2 +o —x2 \/;
== dx =222,
Gl 2

De modo que,
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o Vs
Yi(s) = 7

ou seja,
o1/ 4t o Vs

0=

Para obtermos (a) para a > 0, # 1, basta utilizar o seguinte resultado

1° Teorema da Translagao:
Hipdtese: ~ [f](s) = F(s), para s > S.

Tese:
Fies) =2 1) ,vs>2 veso0.
C c c
Assim Va >0,
—ans —a’ 4t
e ¢ 2 1 t 1 e
=Y1(a"s) = — Y N1 (5)1(8) = =V [—=1(5),
ou seja,
—a’ 4t —avs
o (s)= ,Vs>0,Va >0.

N N
Para provar (b), observamos que a fungéo

2t)=—% e @ /4 t 50 2(0)=0,

2\/71't3

é continua e limitada vt >0. Além disso,
[04
Z(t) = — 1) .
t) o Yo ()

Aplicando o seguinte resultado

Teorema: Hipotese: f e/, lim m<+oo.
t—>0" t
. 0 o
Tese: */[T](S):js STFUEAE Vs > a, .

Prova: Observando que
F(&) =] e ()t
~Jo
satisfaz as condigdes do teorema de Weierstrass V<& > a ¢, obtem-se que se r >S > a¢
entdo

r

[[F@de=["["e* fdde ="t e dedt=]"f (t)L%ﬂ t

S

= Iwwe’“dt—r@we’”dt.
(U | U |
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OBS: f e/, lim £<+ :& ~ . Demodo que, lim o (t)](s) 0.0

t—>0" S—>00

Portanto, fazendo r — +oo, obtem-se que

[ Faaz= [ HPema= o)

Conclui-se entdo que

E
[2(s) = CTEYI6s) =4 /[y]<s> 2 [v@de =2 —dg [ e VS yE)

b
= lim (—e_“\/g} = lim (e_“‘/g—e_“‘m):e_“‘/g.

S b—ow

ou seja,
~o’ l4ty(s) = e_"“@,a >0,s>0.

s[—Z%—e
[2\/71 t?

Agora ja temos quase tudo que precisamos para obter a solucdo do PVIF dada pela
transformada inversa (3). Entretanto, ainda necessitamos definir duas funcGes especiais
muito importantes na Fisica-Matematica; as funcGes erro e erro complementar. Como
motivagdo, lembramos que

SRTI() = r(rr+11) V> 1.

Por outro lado,

(f*Q)(t) = 7 " F(S)G(S)IL).
Particularmente, temos que

e —]()——t_l/2 ¢! = o= &
Vs s Jr % OJ_ NERNE

zz%jfe_rzdr
T

Definicao: A funcdo especial erro (probability integral ) é dada por

2 t —r?
erf)=——| e dr ,Vvt>0.
O=7k
De modo que,
1.1 1 t
o =) = elerf (V).
=50 ()

Por outro lado, pelo 1° teorema da translagdo, temos que

7 [e7f (1)](s) = F(s+a), VaeR.
Com isso obtemos que
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< Terf (VD](s) = Vs> 0.

1
svs+1

Lembrando também que
% [jt f (x)dx](s) Lo [f](s)—ljaf (t)dt ,va=>0,
a S 570

obtemos que

e—a\/g ~ Z(S) o —a?l4x
=22 00 = 1] 5 TP
( te~¢ 2 [4x
o5 Uy e 946
fazendo a mudanga A% = a? 14X , obtemos que
—avs
. —1,€ a 0!/2\/7 _ 2 4 +00 2
N e OB 2f L (—2d4) = \/;jalzﬁe dA.

Assim somos levados a seguinte

Definicdo: A fungdo especial erro complementar e definida como sendo

erfc(t) = %j‘:ooe_rz dr ,vt>0.

Propriedade:
erf (t) +erfc(t) =1 ,vt>0.

Gréfico:
1
erf
n =f
De modo que,
—as a/fo
ou seja,

~avs

. a _¢
 [erfe( 5 \/E)](S)

VYo >0,Vs >0.
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Concluséo: A solucdo do PVIF é dada por

X
e

1(x,t) = ugerfo(—

S 2ka

u(x,t)= 7 U (x,8)I(x,t) =u, [ ).

Aplicagéo a Sistemas de Controle automatico (Servomecanismos)

Objetivo: Controlar a rotacdo de uma haste (shaft) através de um ponteiro (controle).

Notacéo:
6, (t) =angulo de giro da haste. (output)
6; (t) =angulo de giro do ponteiro. (input)
Hipotese: A haste possui um momento de inércia | >> momento de inércia do ponteiro.

Defini¢do: ®(t) = £(haste, ponteiro) =6, (t)-6.(t). (1)

Procedimento: Um sistema auxiliar (servomecanismo) é projetado para medir ®(t)e
retroalimentar a haste através de um torque que seja proporcional ao desvio ®(t). Além

disso, para produzir um “damping” no sistema o servomecanismo também produzira um
torque proporcional a varia¢do do desvio @'(t).

OBS: O servomecanismo pode conter sua propria fonte de energia através de motor,
gerador ou equipamento elétrico. o

Modelo matemético: O modelo matematico € conseqliéncia da seguinte lei da Fisica:
“O produto de I pela acelera¢dao angular é igual ao torque aplicado a haste”, OU Seja,
expressando matematicamente obtem-se

107 (t) = —kD(t) —cOt) ()

OBS: Se utilizarmos (1) perceberemos que a EDO que esta “por detrds” ¢
165 (t) = —k (65 (t) — 65 (1)) — (6o (1) — 65 (1)) = =k, (t) — b (1) + K6 (1) + 6 (1)
ou seja,
165 (t) + cb; (t) + kO, (t) = kb (t) +c i (t)

Ou seja, € uma EDO de 22 ordem linear a coeficientes constantes, portanto do tipo
ay”"(t) +by'(t) +cy(t) = f(t) .0
Hipoteses adicionais: k,c > 0,6, 6{ continuas em [0,+oo] .

Condic0es iniciais: Como a haste esta inicialmente em repouso, entdo
0,(0)=6,(0)=0.  (3)
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Conclusao: O modelo matematico € dado pelo seguinte

16} =—kd —cd’ ,t >0
PVI : ,
00(0)=65(0) =0

Aplicando Laplace na equacdo (2), obtem-se

1520, (s) = —(k + SC)D(s) — ¢ (0) . (3)
OBS: ®(0)=-6;(0) o
Por outro lado, aplicando Laplace em (1), obtem-se

D(s) = 5 (s) - 65 (). (4)
De (3) e (4), segue-se

Is2(D(s) + 6; (s)) = —(k + sc)D(s) — cb; (0)

Donde
O(s) = (I5%6;(s) +¢6;(0))
Is? +cs+k
Portanto, o desvio da haste sera dado por
o) —— 1| (56 +c60) |
Is2 +cs +k
Em particular, se ;(t) = at, obtem-se que
—al —-a —aw 1
(D(S) == = = R
Is? +cs+k  s? +%s+% (s+b)? + 0> @
2
onde b =£,co2 =E—C—.
21 I 412

De modo que,

CI)(t):—E:/_1 % (t):—ie_btsena)t.
@ (s+b) +w @

OBS: Supos-se >——. Neste caso, @®(t) é uma oscilacdo subcritica (um

k<
VIS

“damping”).
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Formula Complexa de Inversdo

Se possuirmos o ferramental matematico necessario para obtermos a inversao efetiva da
transformada de Laplace a inversdo sera obtida através da Formula Integral de Melin.

Definicao: Se F(s)= ~[f](s) , entdo

Y+

fty=2=[" e*F(z)dz ,vt>0  (F)
y—l©

OBS: Tem-se que
F(s)= I:e’St f (t)dt.

“Complexificando” a variavel independente, ou seja, fazendo s = z = x+iy, obtem-se que
F(z) = j: e O (1) dt = j:’ (e cos yt —ie ™ sen yt) f (t)dt
= j: f (t)e ™ cos ytdt — i jo“’ f (t)e ™ sen ytdt

=u(x,y)+iv(x,y)
Comof E entdo3dC >0,3a € R1q.

‘ .[: f (t)e ™ cos ytdt

<C[ e gt < c VX > a.

|f(t)<Ce”,Vt>0= .
UO f (t)e ™ sen ytdt‘ X-a

Logo, u e v estdo bem definidos na faixa Re(z) > «. Por outro lado, usando Leibniz
u (x,y) = ﬁjw f (t)e™ cos ytdt = j " _tf (t)e ™ cos ytdt
OX J0 0
u,(x,y) = 0 J' - f (t)e ™ cos ytdt = j " f (t)e ™ sen ytdt
yr oy Jo 0
o [~ —xt * —xt
v, (X, y)= —J f (t)e ™ sen ytdt =I —tf (t)e ™ sen ytdt
ox Jo 0

v, (x,y)= %(—I: f(t)e ™ sen ytdtj = —J:tf (t)e™ cos ytdt

De modo que, u e v sdo continuas em ]0,o[xR e satisfazem as equacBes de Cauchy-
Riemann. Portanto, F(z) € analitica em Re(z) > a. =

(FI) é o método direto para obtencio de ~[F(2)](t). A integracio é efetuada ao
longo da reta Re(z) = -, onde « € tal que as singularidades de F(z) estdo a esquerda de
Re(z) = .
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- z=y Hy

Origem da Formula (FI): Trata-se de uma generalizacdo da Férmula Integral de
Cauchy para retas Re(z) = « no caso em elas sdo a fronteira do semi-plano aonde f (z) é
analitica. Para isso necessitaremos ter alguma informacéo sobre o comportamento de f
(z) para __ z __ arbitrariamente grande.

Definicéo: f(z) é de ordem z* quando._z.__— o0, se 3M, ro > O tais que;
|f(2)]<M |z|k ,se |z| >,
Notagdo: f (z) = O(z").

Teorema: (Integral Impropria de Cauchy)
Hip: f (z) analitica sobre o semi-plano Re(z)=« e f (z) =O(z ¥), k> 0.
Tese: Se Re(zp) >« , entdo
F(2) = - 7+_ioo f(2) dz=—i a0 f(;f+iy) |
e (2-2,) ~ (y +iy—12,)
De modo que, se F(z) é analitica em Re(z)=«, F(z2) =O(z ), k>0, __z.__>>1, tem-
se que

F(a)):ﬁj‘yfiwﬂdz Vo e C,Re(w) > y.
M yien (a)—Z)

Prova:

SejaCroarcodocirculo_.z.__.=R:x=e,0ndeR>_o .eR>_.275._.De modo
que, zo  Int(CrU{x = «}). Definindo § = /R* — y? tem-se, pela Formula Integral de
Cauchy, que
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T+if / R-Iz]
R

B8

v 1]

T-LB\ c,

CrAx=r} 7-ip

Quandoz Cgtem-seque;._z Zo_. =R —|zo e como._f(z)__<M_z__ ¥ entdo
se .z . =R, Rsuficientemente grande (R >> 1), obtem-se que

f@)|_M™ M1
z—z‘ |z| |z—zo| R (R—|z,))

,s€ R > rg,p/algum rp >> 1.

Os integrandos em f (zo) na expressdo acima sdo continuos. O comprimento de Cg €
menor que 27R. Portanto, como

IO Gl M 2m
(z-12,) R“(R—|z,) R“(1-|z|/R)

Cr

<|f (2)]joz] <ML =
C

Quando R— +co , pois k > 0. Além disso, como R’=]?*++? a integral tb. Converge para 0

quando [+N. De modo que, tomando o limite |j+N obtem-se que

i [ LD gy [P S0 g L (G
f(z,) 27 “mJ. Z—Zo)dz 2”'J3moj—ﬁ(y+iy—zo)dy 27[|J“°° (r+iy— Zo)

Ent&o, procedendo formalmente, obtem-se que

_ _ F(z y+io a1
(0= FOI0= B[ F a0 = [""Fo 10
- (s-2) i S—12
y+io ,
=L - F(z)e"dz
Contorno de Bromwich: Na prética a integral em (FI) & transformada numa integral
de contorno
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f(t)= ziﬂicj.)e“F(z)dz

Cg

onde Cg=__ U {Fez = 3} é 0 contorno de Bromwich;

I

) Y+

—if

/ ¥

Tem-se que T =/R% — y? donde TN se sé se RN, donde

T 1 y+IT " e N N L .
f)=limok | eF(2)dz=lim| % SBCBe F(z)dz -5 Le F(2)dz

OBS: Condicao suficiente para que a integral sobre __ convirja para zero quando RyN:
F(z2)=0(z*) (CS)

para algum k > 0. Esta condicdo sempre ocorre quando, por exemplo, F(2)=p(2)/q(z),
para p e q polinbmios com grau(p) < grau(q).

Aplicacdo do teorema dos Residuos a Inversdo da Transformada de Laplace:

Se as singularidades de F(s) sdo polos (ordem finita) a esquerda de uma reta fez = }
e, além disso, tivermos

j e"F(2)dz — 0, qdo. R —> +0
r

no contorno de Bromwich, entdo

f(t)=> Res(e"F(z):z,) ,z, = polode F(2).

Exemplo: Calcule
S

(s+1°(s-2)

1®).

pa

ze

Pdlosde F(2) = —5—3:
(z+D)°(z-2)
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2 zt

yAS

z, =—1(ordem 3) = Res(e™F(z): —1)—I| 2'd 2[( - S]=a,=
_1im [(1+tz)e“(z —1)? —ze"2(z - 1)] 1] [(1+tz)ez‘(z —27+1)—e"(22° —22)]
il (z-1)* z ﬁldz (z-1)* -
_1im 4 [(z —22% +2)te” +e"(1-z )]_
z>-1(z (z-1)*
Llim [(2+zt)(z-1)*te™ —2ze™](z-1)* —e™[(1-2*) +1z(z-D)*]4(z-D)° | _
=1 lim - =
_1([(2-t)ate +2e712" —e'[At]4(-2°) | 1[2°(-t)te" +2% ' —2"te”"
2 2° 2 28
1((2—t)te‘t e te“j te’ te” e tet 1t
=0l T o2tz T =2 Tt oo = (5 59)
2 2 2 2 2 2 2 2 2" 2
7, =1(ordem2) = Res(e"F (2) 1)—||mi[ ze” 1= [(en”zen)(”l) —3ze"(241)7,
>t dz (2 +1)° (z+1)°
_2°(L+t)e' —3.2%"  (1+t) et—iet —(2t—1)e—t
- 2° -2 28 2
De modo que,
I = -t 2 (2t
(s+1)°*(s—1)° 2 2 '
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