Notas de aula: MTM146

Transformada de Laplace

Caracteristica principal: Algebrizador de EDO’s lineares, ou seja, transforma uma
EDO linear numa equacao algébrica.

Método:

BV - L[y](t)=j(t) Z . ot
I, (Y) =Yo a(s)

Vantagens: Existem duas razdes principais para a utilizacdo da transformada de
Laplace ~ ;
(i) O meétodo tradicional de resolucdo de um PVI envolvendo uma EDO nédo
homogénea requer trés etapas: 1) resolver a homogénea associada atraves da
obtencdo de um conjunto fundamental, 2) obter uma solucdo particular, 3)
impor as condicdes iniciais. A transformada de Laplace resolve a EDO
incorporando simultaneamente as condic@es iniciais.
(i)  Resolve PVI’s com forcas externas f(t) mais gerais que as impostas pelo
método dos coeficientes indeterminados.
(ili)  Resolve equaces integrais e integro-diferenciais.

Desvantagens:
(1) SO se aplica a PVI's envolvendo EDO’s lineares, principalmente a
coeficientes constantes.
(i)  No caso de EDO’s nao-homogéneas, a ndo-homogeneidade tem que
satisfazer certas restri¢oes.

Definicdo: Dada f :]0,4+w[— R defini-se a transformada de Laplace de f como sendo
a funcédo dada por

SIF1(s) = jome-st f(t)dt.

OBS: Uma notacdo alternativa é F(s)= ~[f](s).o

OBS: Uma justificativa operacional para a estrutura da transformada de Laplace é dada
pelo seguinte fato: para que um operador integral nuclear

TIFI(s) = [ K(s,0) f ©)dt = F(s)

possua a propriedade de transformar uma EDO em uma equacao algébrica envolvendo
F (s) e as condicGes iniciais, observamos que

T[f(s) = j;” K.t f'®dt =K DO - j(‘)” K'(s,t) f (t)dlt
. T ©
=_fim K00, ~[; KDt

— K(s,0)  (0) - j(;” K'(s,t) f (t)dt
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Desde que se tenha K(s,T)f(T) — 0, quando T — +oo(essa € uma condicéo adicional
que se deve impor). A equacdo algébrica mais simples envolvendo F(s)seria da forma
p(s)F(s), com p(s)um polindmio em s. Para que se tenha uma compatibilidade entre
a ordem da EDO e o grau da equagdo algébrica correspondente, impde-se que o grau de
p(s)seja 1. O polindmio do primeiro grau mais simples é p(s) =as, com aR. Para
tudo isso seja atendido, basta impor que se tenha
K'(s,t) = asK(s,t)
onde a derivada é em relacédo a variavel t. Resolvendo obtem-se que
K (s,t) = Ce®t

Como a transformada atua sobre fungdes definidas para t>0 e se necessita do
comportamento assintotico K(s,T)f(T) >0, quando T — +o0, entdo € necessario

tomar a<0, sendo mais simples tomarmos a=-1(e C=1), se quisermos que 0
dominio da funcdo F(s)contenha o semi-eixo positivo, ou seja,

K(s,t)=et .o

OBS: A integral imprépria acima e definida como sendo
O st T T st
jo e f (tdt = lim jo et f (t)dt.

Quando para algum s o limite acima existe, diz-se que a integral converge nesse valor
dess.

OBS: Quais devem ser as condi¢des sobre f para que
T
jo e f (t)dt
seja convergente quando T — +oo para ao menos alguns valores de s ?
Primeiramente, a funcédo
e f(t)
tem que ser integravel na variavel t em qualquer intervalo [0,T],vT >0.Como e ¢

continua Vvt e R ,entdo basta que f(t) seja integravel Vvt >0, por exemplo seja continua
por partes em qualquer intervalo [0,T], VT >0. J& a questdo da convergéncia quando

T — +o0 € muito mais delicada e, na verdade, ndo se conhece uma condi¢do necessaria.
Entretanto, uma condicdo suficiente é que f seja “dominada” por alguma exponencial de
tal modo que se tenha o seguinte decaimento

e f(t) >0, quando t — +o0 .0

Definicdo: f :[a,b] > Ré continua por partes ou seccionalmente continua em [a, b]
se:

(i) f eC([a,b]—{t,,....,t,})isto é f s6 ndo é continua no conjunto finito {t,,...,t,}de [a,
b].

(if) Existem os limites laterais nos pontos t,,...,t,, ou seja, as descontinuidades sdo
apenas de salto, ou seja,

f ;) =1lim f(t)=Ilim f(t, +0)e IfF(t,)=Im f(t)=Ilm f(, -9).
toty 50" tote 50"
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Notacdo: C,([a,b]) ={f :[a,b] > R: f € continua por partes em [a,b]}.

Exemplo: f(t)=1/t e f(t)=sen(l/t) ndo sdo continuas por partes em nenhum
intervalo contendo a origem.

1.0

0.5

a.o T T T T T T T T T T T [ T T T T ]

0.25 0.5 0.7 s 1.0

t

-0.5

-1.0
seni(1/1)

Propriedades das fungdes continuas por partes

P1) f eCp([a,b]):‘.[: f (t)dlt| < +o0.

P2) f =g em [a, b] exceto nos pontos de descontinuidade = Jj f(t)dt = I: g(t)dt.
P3) f,geC,([a,b]) = f.geC, ([ab]).
P4) f eC([a,b]) = f €C ([a,b]).
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Definicdo: f :]0,+oc[— R é de ordem exponencial em ]0,+o[se 3C,a € R,C >0 ,tq:
| ()] <Ce”,vt>0.

Exemplo:
f =16 de ordem exponencial em ]0,+oc[com C =1, a =0.

f (t) =t" é de ordem exponencial em ]0,+o[com C =1, a >0.
f (t) =e* é de ordem exponencial em ]0,+oc[com C =1, > a.

cosht

e cosht
e¥senbt

senbt | .
f(t)= { 0 é de ordem exponencial em ]0,+oc[com C =1 a =0.

f(t) =

é de ordem exponencial em ]0,+c[com C =1, > a.

t"e* cosbt .
f(t)= . é de ordem exponencial em ]0,+w[com C =1, > a.
t"e®senbt

Exemplo: f(t) = e ndo é de ordem exponencial em ]0,+o0[ , pois
et
lim—=1lime

t—>+o0 e"’t t—>+o0

) — 4o VaeR.

Definicdo:  ={f ]0,+o[—> R: f séc.continua e de ordem exponencial em ]0,+oo[}

Propriedade: «~ é um espaco vetorial real.

Teorema 1: Se f €/ entdo existe « € Rtal que

jo“” e~ f (t)dt
converge Vs> a.

Prova: Utilizaremos o seguinte critério de comparacao
Lema: Se f e g sdo integraveis em todo intervalo [a,b], onde a € fixo, e se

|f ()| <g(t), vt>a, entdo
_EOO f (t)dt converge se _[:O g(t)dt converge.
Como f e/ ,3C,aeR,C>0 tal que: |f(t)|<Ce”,vt>0.Por outro lado,

+00 +00 —(s—a)t
[“e(cetydt=C[ e dt=C lim [ edt=C lim [ : }
0 0 0 .

T+ T—+0 —(5—0{)

__C (et
B (s—a) TII_r,nm(l € T)_

, e s>a.
(s-a)

De modo que, pelo critério da comparacéo aplicado a g(t) = Ce "

, Obtem-se que

Ewe’“ f(t)dt convergese s>a.
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Consequéncia: O dominio da transformada de Laplace de uma funcdo f e sempre
contém um semi-eixo positivo Ja,+oo[ .

Exemplo: Calculo de algumas transformadas

—st T —sT
i/[1](s)=j0 e‘Stdt=TIiLn+wLTe‘Stdt= lim (e } = lim (E—e J:% Vs>0.

T—+o| —
S0

© T
7 [e*1(s) = J: e edt = lim | e ¥t :(L ,Vs>a.

a=>]

a=(] ey

a<l

st T
[cosbt](s) = [ et cosbtdt = lim [ e cosbtdt = lim | — (— scosbt + bsenbt )
0 T 0

—>+00 T+ 32 _|_b2
0

—sT
= fim | = (- scosbT + bsenbT )+ sz} >
+

Tl 5% 42 52 5?2 +b?

sesdse s>0.
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Definicdo: Defini-se como abscissa de convergéncia de ~ [f] o nimero dado por
s, 2infla eR:| /[f](s)| < +o0, Vs > a}

Com isso quer-se dizer que
() s, <a,VaeA.

(i)Se IpeR: f<a,Vae A= f<5,.

Pode-se mostrar que </ [ f](s)nédo converge para s <s,, de modo que
D(~[f])=]sy,+oo[ .

OBS: Se f(t)=e™ ou f(t)=0 entdo s, = —.

Pergunta: Ja sabemos que se f e/ entdo 3 [f]. Serd que vale a reciproca? Se
3[f](s),vs>s,, entdio fe? A resposta & ndo, pois, por exemplo,

f(t) =1/t €, mas |/ [f](s) <+o0,Vs > 0.

A Transformada de Laplace como Transformacao Linear

Conforme vimos «~ € um espaco vetorial onde sempre existe ~ [f]. Portanto, € um

bom dominio para <. Agora, devemos achar um espaco vetorial real que sirva de
contradominio para .

Definicdo: SE{F:1 »>R: 1 =]s,,+o[ ou [s,,+oo[ ou s,>—oc}.
Com a adicdo e multiplicacdo por escalar ponto a ponto, Sé um espago vetorial real.
Além disso,

58S

Pergunta: ~[f +gl(s)= ~/[f1(s)+ ~[gl(s),Vf,ge ?
Resposta: Nem sempre, pois se f(t) =cosat e g(t) =—cosat, entdo

JIFIGs) + ~ [g](s) = Sziaz +(—Szia2j=o,em 10,+oc] .
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Mas ndo esta definida para s <0. Por outro lado,
7 If+49](s)= ~[0](s)=0em ]—oo,+o0f !?

Convencao: Identificaremos F,G e S quando tivermos
F(s) = G(s) em algum semi-eixo positivo ]a,+oo[.
Assim se obtém que
S +gl(s) =A< [T1(s)+ ~[gl(s),Vf,ge,VAieR.

Pergunta: Ntcleo () ={0,}? Ou seja, ~ é injetiva e, portanto invertivel sobre sua
imagem?

Resposta: Ndo, pois conforme ja sabemos pela propriedade P2, se f,g e s6 diferem
em seus pontos de descontinuidade, entdo ~ [f]= ~/[g], entretanto f = g .

Teorema 2: (Lerch)
Dadas f,g e tais que 3s, € Rsatisfazendo:

Y LF1(s) = ~[91(s), Vs €]sy,+oo]

Entéo, excetuando os possiveis pontos de descontinuidade, tem-se que
f(t) = g(t), vt €]0,+ocf

Conclusdo: ~ :/~—S € uma transformagdo linear que, se convencionarmos
identificar fungbes em ~ que coincidem nos pontos de continuidade, satisfaz

SIf1s)=F(s) eSe f(t)= I FI) e .

Definicdo: f(t)= ~ '[F](t) é denominada transformada inversa de Laplace da
funcdo F(s) €S.

Pergunta: ~ :7~ — S é sobrejetiva, ouseja, ~ (“)=S?
Resposta: Nao! Isso por causa do seguinte resultado

Teorema 3: fe = Ilm ~[f](s)=0.
Prova: Pelo teorema 1,

|/ [F10s)| = ‘ jf”e*‘ f (t)dt‘ < jo+°°\e-st fnldt<c j0+°°e-<s-a>tdt = & Vs> a.

x x S «
Conclusao: Fungbes como 1,s,sens,coss,——, pertencem a S, mas ndo possuem
s+a

transformadas inversas em - .
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Teorema 4: Seja f € C(]0,+o0]) tal que f'e . Entéo,
SIf1(s)=s~[f](s)— f(0")

onde f(0*)=Ilim f(t). Generalizando, se f,f'.. f"Y eCO+c)e f™M e,
t—0*

entao
SIE"(s) =s®> ~/[f](s)—sf(0")— f'(07)

SLEMs)=s" /[F](s)—s"*f .(O*) —s"2f(0") —...— F "D (0")

Prova: Apenas para 0 caso n =1, 0s outros casos seguem por inducéo finita.
SN =[Tet fmdt = @) +s[ e f @t
=s/[f1(s)+ lim e f ()],
a—0"

T >+

Agora vamos usar o seguinte fato

Lema: Se f € C(]0,+o[)com f' e/ ,entdo f e .

Prova: Como f'e/ entdo 3C,a €R,C >0tal que
—Ce” < f'(t) < Ce™
Integrando e desprezando as constantes de integracdo, obtém-se que
)< e
(04

f'(t) <Ce”,vt>0, ou seja

De modo que,
e f(T) > 0,gdoT — +o,Vs > a.
Portanto,
) =s~[f1(s) +TIIQwe’ST f(T)- !m e*?f(a)

—s/[f1(s)- f(0")

Exemplo: f(t)=—Zcosat = f'(t) =senat.

Logo,
~ [senat](s) = s [-Lcosat](s) - f(0")
~_5 J[cosat](s) - (-3)
a a
S S 1 a
=—2(——)+== Vs > 0.
a(s2 +a2)+a s’ +a’ >
n I
Exemplo: " t" =nl = /[D"t"](s) = ~ [n!](s) = n! ~ [1](s) _ , Vs>0.
s
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Por outro lado,
ZID"t"I(s) =s" /[t"](s) =s"1.0" —=s"2(n0" ) —...—n(n=1)...(n—= (= 2)).0 =s" ~/ [t"](s)

Logo, ;—s SII) = It ](s)_L vs>0.

n+1 ’

OBS: Da ultima igualdade se obtém que nl=s"" ~[t"](s) = s“*l.[;we’S‘t“dt,vS >0, em

particular para s = 1, obtemos a generalizacdo do fatorial de um numero natural para
qualquer namero real que ndo seja um inteiro negativo, dado pela funcdo especial
funcdo Gama de Euler

[(x+1)=x!= J:w e't'dt o

Aplicacdo da Transformada de Laplace a um PVI
Caso Particular:

y'-y=1

PV y=(0j L Uy -yIe) = ’/[1](5):>82’/[y](s)—1—i/[y](s):%
e
ou seja,
(5" =0/ IGs) = _3 STy = —i—%: STeN(s) - 7 [Hl(s) ——

s(s—1) s-1
yt)=e'-1,vt>0.
Que é, exatamente, a Unica solugdo do PVI.
Caso Geral: Dados a,,a,,...,.a, R, f e, y, =(y(0), y'(O) LY P(0)" eR", sejao

PVI {LM«) e R EID CRRI O

Usando as propriedades de ~; obtemos que
En‘,ak SIy®Ns) = “[F1(s)=a, ~ [yI(s) + Zn‘,ak [s“ < [yl(s)—s“y(0") —s“?y'(0") -
YD) = LTS = Dast L IyIe) - DY ast Y0 (07) = S[F](s) =

k=1 i=0

SIF1s) + Zn:kiais‘k‘”‘i y©(0%)

= 7 Iyl(s) = i
Zaks
V[f](s) N n k-1 ais(k_l)_iy(i)(0+)
y(t)= o k:lni:O _ Q”l[‘/ [f1(s) + q(s)]( )
aksk PL (s)

Teorema5:Se f e~ e a>0,entdo
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LU‘ f (x)dx}(s) :%L[f](s) —%j: F(X)dx ,Vs>0

De um modo geral

L jtjt f (x)dx...dx | (s) =Sin|_[f](s,)—sinj0a f (x)dx—%j:j; f (x)dxdx —...—

n

_éj:ﬂ...ﬂf(x)dx...dx Vs > 0.

n-1

Prova:

A prova se baseia no fato de que se f e entédo jt f (x)dx €~ .De modo que,
a

e—st

-S

7 [ [[1 (x)dx}(s) = ["e (]| f(x)dx)dt = j:[ [[1 (x)dXJd( )=

ieSt Itf(x)dx} e[ e =] fos 2 I11)
_gda 0 S0 Che S

A formula geral € provada iterando esse resultado.

t
n n «
Exemplo: Como se sabe J(:cos axdx = (se ax} _ Senat . Entéo,
a |, a
A 1 } a S a
v [—senat](s) = - ~[cosat](s) = ~ [senat](s) = —(5—) =5 Vs >0.
a S S s“+a s“+a

Exemplo: ~ [te'](s) = ? Tem-se que
j; xe*dx :j; xde* = (xex]‘0 —j;exdx =te' —e' +1.
De modo que,
et et +10(s) = [ xeaxl(s) = = [te'](s)..
s

Mas entdo

1, t . t ¢ _ 1 _1: 1
(1—5)—/[te 1(s) = ~[e"1(s) - ~ [11(s) s 1 s s6D)

O que resulta em
1
7 [te']1(s) =——— ,Vs>1.
e)S) = 5

(s 11)2 Z—%Silz—% <~ [e'1(s) . Coincidéncia?

OBS: /[te'](s) =
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1° Teorema da Translagao:

ZT10) =(s) = [%ezt f (%)](s) =¢@(bs—a),vb >0,vaeR.

Prova:

% [% eb f (%)](s) =["e™ (%eb‘ f (%))dt = [ ™D f(r)dr = / [f1(bs—a) = p(bs—a)

Corolario: ~ [o(bs —a)](t) = %ebt f (%) —eb o [pbs)](t), Vb >0,Vae R

a

S pbs)](t) = b e(bs — A)|(t), Va e R.

Exemplo: Tem-se que

s
~[coshbt](s) = Y
De modo que,
~ [e* cosbt](s) = (S_‘;)ﬁ ,Va,b e R.
Exemplo: Calcular ‘1[223—+3](t).
s°—4s+20
2s+3 2s+3 _2s-2)+7 5 (s-2) 7 4

= = = +_
S?—4s+20 (S —4s+4)+16 (s—2)°+4* (s—=2)*+4% 4(s-2)*+4?
De modo que,
25+3

o =2
[52 —45+20

1(t) = 2 cos 4t + %e”senm .

Definicdo: A funcéo degrau unitario ou funcao de Heaviside é a seguinte funcéo:

Ha(t)={° 1<% @ax0)

1.,t>a
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Aplicacéo:
Dada uma funcdo g:R — R pode-se construir a seguinte funcao
H,(t)g(t—a) ,vae R.

— {9,

Nl\

—
c

He(-a)

\

e

o

A interpretacdo fisica de tais funcdes é de que elas representam impulsos com
retardamento em sistemas fisicos, pois sé passam a atuar no sistema apos t = a.

2° Teorema da Translacéo:

Se f(t)=H,(t)g(t—a)eE,entdo ~[f](s)=e* [g](s),Va>D0.
Prova:

SIF1(s) = J:e’“Ha(t)g(t —a)dt = .[:e’“g(t —a)dt = I:e’s(’*a)g(r)dr =e ™/ [g](s)

Corolério:
7 Me™ v [gl(s)](t) = H, (t)g(t—a) ,va>0.

Exemplo:

“[H,(t)sent](s) = ~ [H,(t)sen(t +a—a)](s) =e * ~ [sen(t + a)](s)
=e * /[sentcosa + senacost](s)
= e *[cosa ~ [sent](s) + sena - [cost](s)]

as 1 S _as[ COSA+SSIN a
=e | cosa———+sena—; = —F—
s°+1 s +1 s°+1

Exemplo: Seja f uma fungéo que possui o seguinte grafico
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Podemos calcular ~/ [ f] utilizando os teoremas acima. Basta observar que
f=1f+f,+1f

0.,0<t<1 0,0<t<2
fi=1 fz(t)={ , fs(t)={

1-t,t>1 t-2,t>2
Assim tem-se que
f,®=H,O-1) , ;O =H,1)({t-2).

De modo que,
s o 1 e—s e—ZS S_e—s +e—25
SLFI6) = Y TA(s) +e* S [-t](s) +e > &~ [t](s)zg— S + e ;2 .
L e—35
Exemplo: [ ———](t) =7
P [sz+63+10]()

Vamos usar o corolario: ~ [e”* ~ [g](s)I(t) = H,(t)g(t—a) ,va > 0.
Neste caso, temos que necessariamente a =3. De modo que,
-3s
2| € !

———JW)=H.t)gt-3) onde “[g](s)=—""—.
sz+63+10]() -(0g(t=3) Lal(s) s> +6s5+10
Por outro lado,

1 1 o 1 e, ap 1 “at
= =g@t)= v [————]{t)=e & t) =e sent
$?+6s+10 (s+3)°+1 9t [(s+3)2+1]() [32+1]()
Portanto,
e—35
7 H=——](t) = H, (t)e ¥ Fsen(t - 3).
[82+63+lo]() 5(t) (t-3)
n n dn (
Teorema 6: " (®1s) = (-1 & 7 1f]1(s).
S

Prova: n=1:

d p d = g © 0 (g “ st ,
3 /=1 [[e (i = J.Og(e (1) it = [e™ (0 f @t =—~ [tF ©(s).

n>1: inducdo sobre n.
Hipdtese de Inducdo: Supondo que vale

Y1) = (D" % 20O

Procedendo formalmente e derivando ambos os lados em relacéo a s obtem-se que
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n+1
jo —t"le gt = j e St"dt = (- 1) d ——F(9)

De modo que,
n+1
J‘ tn+le stdt_( 1)n+1 d F(S)
Ou seja,
n+ n+ dnﬂ (
S O16) = (D)™ R [f1(s).
Corolario: 1 7 el().

Exemplo: < [tsent](s) = _di [sent](s) = —%( 1+1j = (8225'1)2 :

E | i =7
xemplo: & [( )]()

Vamos usar a propriedade “g f (x)dx}(s) = % [ T]1(s) .Neste caso, obtém-se que

j; 7 Hes)(t)dt = [%co(S)](t) :

De modo que
_1 —l
[— ]()
( ) s (s° I
Por outro lado,
st - = —tsent
Assim,
1 1 ¢t 1 1 1
o t) = —=| (—xsenx)dx = = | xd(—cosx) = =sent —=tcost.
(e prl® - [} (xsemax = = [ xd(~cosx) = sent -~

O préximo resultado é muito importante na analise de sinais periddicos, 0s quais sdo
muito freqlientes na eletronica.

Teorema 7: Se f €+ é periddica de periodo T, entdo

[ttt
L[f](S) :()]__T ,VS > O

Prova:
SIE) = [e fdt=[ e fdt+ [ e f@dt.+ [ e f M)t

Fazendo a mudanc¢a t = x+nT na (n+1)-ésima integral obtém-se que
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(n+1)T =S T —SX A —SN —-sn T —SX
LT e > f (t)dt =L e e f(x+nT)dx=¢e TIO e > f (x)dx
De modo que,

L) = [ e f@dtre T [ e F(dx+ . +e T [ e f (x)dk+.

s —sn T o 1 T s
=[+re T +.4e T+...)j0e f(x)dx:mLe f (x)dx

Umavez que 0<e™" <1,Vs>0.

Exemplo: Obtenha a transformada de Laplace do seguinte sinal

| 2 a 4 5
Tem-se que
1,0<t<1
f(t)=9 0,1<t<2
ft+2)=f(t)
De modo que,
[et@d [edt 1 g .
< [f](S) == -2s =2 25 25y -sy -
l-e l-e s@-e ) s@+e)
Exemplo: Obter
~ [sen(t)](s)
Tem-se que
e*St 2z
2
e sentdt o2 +1(—s sent —cost) 0 e g .

T =27 = ~[sen(t)](s) = =2 = = =
[ ()]( ) 1_e—2775 1_e—27rs (SZ+1)(1_e—27zS) S2 +1
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Aplicacdes as EDO’s a Coeficientes Polinomiais:

A segunda funcédo especial que nds obteremos sera a funcao de Bessel de 1% espécie e
ordem zero, J,(t) ,dada pela solugdo do seguinte

BV { ty"+y +ty=0

y(0)=1y'(0)=0
Aplicando Laplace a EDO obtemos

—%[sz Iy)(s)—sy(©") — y'(0" )]+ (s~ [y)() — y(0')) —% /Iyl(s) =0
Ou seja
—di[sZ:/[y](s)—s]+s:/[y]<s)—1—i ZIyl(s) =0
S ds
Ou seja
(s* +1)di ZIyl(s)+s~[yl(s) =0= i 7 Tyl(s) + 25
S ds s +1

A qual é uma EDO linear de 1* ordem com fator integrante

7 Iyl(s)=0

ids 2, \1/2
ﬂ(S) — eI52+1 — eIn(s +1) — (SZ +1)1/2.
De modo que,
S = e = )
il s s
OBS:
:l 1 :_(1 )7112
S 1 s
1+—
S

OBS: Série de Taylor de f(x)=(1+x)"numa vizinhanca de x, =0,VreR:
0 (k) _ _ —
oy =310 gy D o TOD0=D) s,

o k! 2! 3
De modo que,
L 1(1+( e+ D, 4+(—;)<—§)(—2>56+m]
1+ S 3!
1
:E(l_%s +2§2IS 233215 . )
1 2 4
:g(l—%s _'_2.2222!1.122S - 2233;22238 +. )
1(& 2k 1 > 2k 1
S(kz_(;( ) (zkkl)z o2k kZ:(;( ) (2kk|)2 2k+1
+00 1
Teorema: Hipdtese: F(s) = a , absolutamente convergente Vs >« >0.
Kkl
k=0

Tese:
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+o0 k

ft)= v UFEID = Yacs , vt=0.
=

Além disso, f é continua e de ordem exponencial ¢y,Vey > .

Sendo assim, entdo

7 [Y](S) CZ( (;)k k(lz)k)l 52]I<-+l

Procedendo formalmente e aplicando a transformada inversa de Laplace, obtemos

+00

-3 ET I g Ly -y ERENL 5 (0

(2°k)? (2°kD* (2K i (2K
Agora, |mpondoacondigéo inicial y(O) 1 conclui-se que
&)
J,(t) = t
s = (2°KkY?

Generalizacdo: A equacao de Bessel de 12 espécie e de ordem n € dada por
t2y”+ty’+(t2 —n2)y =0.
Possui como uma das soluc@es a funcdo de Bessel de 12 espécie e ordem n dada por
+o0 _1\k n+2k
J.(t) = Zi(lj t>0.
= kI((n+k)I\ 2

Aplicacdo a PVI com condig6es iniciais em to=0

Consideremos o0 seguinte
" — l
PVI :{ ey
y(r)=a,y'(zr)=b
Fazendo a mudancax =t —zobtemos que Y(x) = y(x+z) = y(t)satisfaz as seguintes

condigoes
y(0) =y(7),¥'(0) = y'(%), y"(x) = y"()

De modo que, o PVI original se transforma no seguinte
5 7 — 1
PVI :{~ yor Y,,
y(0)=a,y'(0)=b
Esse nds podemos aplicar Laplace para obter

SN+ TN = 7 1) =[5 (7)) - 50 - T' O+~ [7)(s) =,

ou seja
1 as+b

+
s(s?+1) (s*+1)

(s> +1) /[YI(s) = %+ as+b= /[y](s) =
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De modo que,
as+b

V(X)= v [———J(x)+ X
y(x) [S(Sz+1)]( ) [(Sz+1)]( )
Agora,
21 =1_ Zs 1t 1-cosx ;a§+b=a ZS +b 21 " acos x + bsenx
s(s“+1) s s°+1 — s°+1 s°+1  s°+1
De modo que,

y(X) =1+ (a—1)cos x + bsenx
Retornando a variével inicial, obtem-se que a solugdo do PVI original é dada por

y(t) =1+ (a—-21)cos(t — )+ bsen(t — z).

Funcéo Impulso Unitario (Delta de Dirac)

As forgas impulsivas aparecem geralmente como “forgas externas” em EDO’s do tipo

ay"+by’+cy =g,(t)
onde &£>0e g,(t)é zero exceto num intervalo t, —e<t<t,+&, no qual é “muito
grande”, ou seja g, (t) € uma forca concentrada em t,.

Definicdo: A integral impropria
I(e) =g, (t)et
é o impulso total aplicado pela forga impulsiva g, (t).

Exemplo: Consideremos a seguinte forca impulsiva

1
d (t)=12s ' e<t<e
0,t<-¢vt>c¢

Neste caso o impulso total é dado por
I(e)=[d,(t)dt=[" Ldt=1ve>0.

Concentracdo da forga impulsiva d, : é quando se faz ¢ —» 0™ .

Tem-se que
lim d_(t) =+

e—0"
Por outro lado,
lim 1(e)=1

e—0"

De modo que, no limite se obtém um “objeto matematico” surpreendente!

+o00 ,t=0 . o0
d,(t) = satisfazendo d,(t)ydt=11?
o {0 0 [ d®

Esse novo objeto impds uma generaliza¢do do conceito usual de funcéo.
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Definicdo: A “fungdo” delta de Dirac ou funcdo impulso unitério, &, é caracterizada
pelas seguintes propriedades

+00,t=0 +00
o) = e o(t)dt =1.
(t) {0 ‘o0 ¢ L0

OBS: N&o existe fungdo do Calculo Elementar satisfazendo tais propriedades. O 6é o
primeiro exemplo de uma funcéo generalizada ou distribuicéo. o

Definigdo: O impulso unitario em t, = 0 é dado por
ot—-t,)
e denotado por ¢, .De modo que,
5, () = {%ﬁ;:o com f:ato (t)dt =1.
Apesar de o, ndo ser uma funcdo, pode-se obter a transformada de Laplace de
d,, atraves de um processo limite. Denota-se & por &, .

Definicao: /[, ](s) = Iing+ d, (t—t,)](s), Vt, > 0.

De modo que,

ty+e
. +o0 . fo+e 1 . 1 e*St 0
L[5, 165) = lim [, (t—t,)dt = fim [ e Lt fim
[é‘to](s) 8I—>o+ J-o e7d, (t-t)dt €|—>o* ty—¢ € 2¢ a gl—>°+ 25( —S 1

) 1 _ et . _. Senhsg
= lim —(—e sto+e) 4 @Sl g)): lim g™ 22>
E-0" 2¢S E-0" SE

Aplicando L’hospital, obtem-se que

716,1(s) =€, vt, >0,Vs = 0.
OBS: Surpreendentemente,

lim ~[6,](s)=0,mas 6, ¢! O
OBS: Passando o limite t, — 0", obtem-se que
7 61(s)=1.0

Definicéo:
j_*‘”ato (t) f (t)dt = Iirglfwdg(t—to)f(t)dt Vi eCR).

Utilizando o TVM para integrais, obtem-se que
+o0 1 (to+e 1
d (t-t)f({t)dt=— f(t)dt =—(2¢&) f (t*) = f (t*
[ d -t fyde=—- [ f (@t = (2e) F(¢4) = ()

para algum t* €]t, —&,t, + &[ . Logo, t* —>t,, quando ¢ — 0", de modo que
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[T, fmdt=1f(t,) v eCO(R).

Exemplo: Resolva o seguinte
oV :{y”+ 2y'+ 2’y =07 (1)
y(0)=y'(0)=0
Aplicando " obtemos que
s* / Tyl(s)—sy(07) — y'(07) +2(s  [yI(s) - y(0)) + 2 / [yl(s) = >*
ou seja

s efszz
(s°+25+2) /[yl(s) =e " = U [yl(s) = 12532

Aplicando ~
L —7(s+1) L e—zrs
t)=¢e" " [———](t)=e"e” "~
y® [(s +1)? +1]( ) [52 +1

=-e "PH_(t)sent

1@)=e“H_(t)sen(t-r) =

Convolucéo:

Pergunta: ~[f.g](s)= ~[f1(s).~ [gl(s)?
Resposta: N&o!

Contra-Exemplo:

=19 =t=/[116) =~ [a)e) = = / [119)/ [g](6) =5 -

Entretanto, ~[fg](s) = ~ [tl(s) = iz .
S
Por outro lado, pela 22 propriedade da translacdo, tem-se que
e [9l(s)= v [H.®)gt—72)I(s) = j:oe‘“g(t —7)dt ,vr>0.

OBS: De fato,
e ™ [gl(s)= “[H, Mgt -2)I(s)= je‘“g(t—r)dt

= [ e=g(0)do (O=t-1).
0
Por outro lado,

ZTot-2)](s) = Te“g (t—7)dt = Tes(g”’ g(8)dé

. ﬁ +f )e‘s(g*’)g (6)de
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Como g € ,entdo D(g) =]0,+w[= g=0 ,V8e[-7,0],Vr >0.De modo que,

“Tgt=7)](s) = I eIg(@)do=e"[g](s),Vr>0.
0
Portanto, se f, g e/ possuem transformadas definidas em ]a,+oo[ , entéo

STF16s) 7 [91(s) = Uow e f (T)dT)(J:w e~ g(t)dt)
=" (r)e_”( ) +me-stg(t)oltjolf

- j;? (e~ [g](s)dz
- j;? (r)/ [9(t-2))(s)d7

=Lf(¢)j0 e-stg(t—r)dtdrzjo jo f(r)eg(t-r)dtdz
ou seja,

STHE) 7 [91(s) = Jim. jOT [ f@egt-odtdr <+ ()

Umavez que, ~[f](s), ~[9](S) <+, VS>a .

OBS: Fixados T >0, R > 0,tem-se que o integrando em (1) é continuo em sub-regides
contidas no retdngulo R :0<7<T,0<t<R. Uma vez que, se os saltos de fem
[0, T]ocorrem nos pontos z,,(k =1,..,m)e os saltos de g em [0, R]ocorrem nos pontos
t;,(i=1...,n), entdo os saltos do integrando ocorrem nas retas; 7 =7, ,t =7 +t;.

t-I+t
£

f:?—+f1

t-r

| regifes de
: confinuldads

|
ol
—
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Teorema: Teste M de Weierstrass para convergéncia uniforme de integrais do tipo
F(x) :j;?(x,t)dt o<x<c.
Hipotese:
(H1) f (x,t) continua em regides poligonais (n° finito) contidas em retangulos:
0<x<c0<t<T.
(H2)Existe uma funcéo seccionalmente continua M(t) satisfazendo
[f(x 1) <M(t),0<x<c,vt>0

j;ﬁ')l (t)dt < +0 .

Tese: A integral F(x) é uniformemente convergente em relacdo ao parametro x € [0, c].

OBS: Para podermos inverter a ordem de integracdo em (1) é necesséario estabelecer a
convergéncia uniforme da integral impropria em (1) em relacdo ao parametro
7€[0,T].o

Entretanto, devidoa f,g e/, existe C >0, R tal que
|f(r)eg(t—7)|<Ce"ee"™ =Ce I =M(t) (2)
onde M(t) satisfaz ao teste M de Weierstrass, pois independe do parametro z e
J.ﬁl (t)dt < +00, VS > x .
De modo que, (1) pode ser reescrito como
ZIF(s) ~ [gl(s) = lim jo T jon (7)g(t - r)dzdt = fim [1,(T) +1,(T)]
onde

Il(l')=LTe‘StLTf (0)g(t - 7)d it

L,M)=["e= OTf (0)g(t - 7)d it

De (2), obtem-se que
400 —(s—a)T
LM< e[ dedt :Ce(sfa) Vs> a.

De modo que,
TIim I,(T)=0.
Por outro lado, a regido de integracdo de 11(T) é 0 quadrado:0<7z<T,0<t<T, sendo
que g(t—7)ndo estd definida para = >tpodendo, portanto, ser definida igual a zero
nessa regido. Com isso, obtem-se que
T t
L= e[ f@gt-7)dmi.

De modo que,
TF1s) ~ [9](s) = TIerlw 1,(T)= JOM e’StJ‘Otf (r)g(t—7)dzdt.
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Definicdo: A convolucdo de duas funcdes f eg, denotada por f *g, é dada pela
seguinte funcéo

(f*9)(0)= [ f(D)a(t-r)dr.

Teorema:
Hipdteses: f,ge com ~[f](s), ~ [g](s)definidasemO<a <s<+o0.

Tese:
v IE1(s). / [9](s) = ~ [f = gl(s)

Vs>a.
Corolério: (f =g)(t) =~ [F(s).G(S)](L).

Propriedades:
(P1) fxg=g=*f
(P2) fx(g+h)=f=xg+f=h
(P3) f=(gxh)=(f=g)*h
(P4) f*0=0

~ -~ f(t),0<t<+ow0
(P5) fxg,=1, f(t)_{ 0 t<0

OBS: f eC(R) <> f eC(R")e f(0)=0.0

Pergunta: f,ge/ = fx*xge?

Resposta: Sim!

De fato, f,g e~ =3C,,C, >0,3a,,a, €R: |f (1) <C,e"" |g(t)|<C e vt >0
De modo que,

|f(0)g(t—7) <Ce ™% <Ce™ onde C =C,C,,a=max{a,,a,}. Logo,

(f*Q)®)|< )| f ()g(t-o)dr<C[ e“'dr =Cte™*, vt >0,
Por outro lado, dado & >0, definindo
M (&) = max te™

0<t<oo

Obtemos que
Cteo{t — Ctefde(oﬁg)t < Me(a+£)t
onde M =CM () >0.

Aplicacéo as Equacdes Integrais Convolutivas

Yy =@ +[ 9t -)y(@)dr  (EIC)

Procedendo formalmente, aplicamos <~ em ambos os lados obtendo
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F(s)
1-G(s)

Y(S)=F(S)+ “[g*y](s)=F(s)+G(S)Y(s)=Y(s) =

onde Y(s) = “[yl(s),F(s)= ~[f](s),G(s) = ~[g](s).
Aplicando ~ * obtemos que

1
1-G(s)

FEI)=[ 1@ F(t-1)dr.

O e

Exemplo: Aplicagdo as Equagdes Integro - Diferenciais Convolutivas (coeficientes
constantes) 12 ordem.

t
ay'(t) +by(t) = f () + Io g(t-7)y(r)dz
Aplicando /" obtem-se

(as+b)Y(s)—ay(0")=F(s) + G(s)Y(s)

Logo
Voo FO+y0)
p.(5)-G()
Aplicando ~ ™ obtem-se
Y =ay(0") / ————J)+ [/ [———— (D) ft-)dr.
p&-GE) 0 U (6)-G(s)

Aplicagcao as EDO’s Lineares com coeficientes polinomiais.

y'+ty'—y=0,0<t <+

PVI : Iy=0
0 1

n

OBS: F(s)= ~/[f1(s)= “[t" f(t)I(s)=(-1)" d

F(s).
& (s).o

De modo que,
’ d + !
Iy O1(s) = s (sY(s) - y(07)) =—sY'(s) - Y(s).
Aplicando - aambos os lados da EDO obtem-se

(s°Y(s) —sy(0") = y'(0")) —sY'(s) =Y () =Y (5) =0
ou seja
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Y'(s) +(E—SJY(S) __ 1 :
s s
Que é uma EDO Linear de 12 ordem. De modo que,

SZ SZ 2 2

I(z—s)ds 2Ins——
S

u(t)=e —e 2 =s5% 2= (uBs)Y(EB) = —sef57 = u(s)Y(s) = —I se%ds +C

2 2 2

s s 2 s
OBS: jse Sds:—'[e 2d(—s?):—e 2.0

Portanto,

Entretanto, se quisermos y e entdo necessariamente C =0.

Conclus&o: Aplicando ~ *, obtem-se que a solugdo do PVI (em /) é dada por

y(t)=t .

Exemplo:
y'+ty'+y=0

PVI : 0) ,0<t<w
on: 1

Aplicando ~ aambos os lados da EDO obtem-se
s?Y(s) —sy(0") —y'(0") —=sY'(s) =Y (s) +Y(s)=0

Ou seja
Y'(s) = sY (s) :-% .

Neste caso,

SZ

[-sds _ o—s*/2 ' e 2 s?/2 e 7 /2 s*/2
u(s)=el " <o o (ueY (5) = - ==Y () =—e® P [=——dr+Ce
T

Novamente, como queremos Yy €, entdo necessariamente C=0.
De modo que,

Entretanto, se aplicarmos - obteremos que

Paulo Marcelo Dias de Magalhédes - DEMAT-UFOP 25



S
y =—~ e 2 [E——dr|v)="

OBS: Néo existe f e/ tal que ~[f](s) —e%/2 De modo que, ndo se pode aplicar a
convolugéo. o

Teorema: (Valor Inicial)

Hipotese: f, f'e/ .

Tese: lim s~ [f](s)= lim f(t).
S—>+0 t—>0"

Prova: ~[f'l(s)=s~[fl(s)-f(0")e f'e" = lim <~ [f'](s)=0. Portanto,

S—>+00

im s [f](s)= f(0+)=tlirr(1)+ f(t).

S—>+0

Teorema: (Valor Final)

Hipotese: f, f’seccionalmente continuas e limitadas sobre [0,+o[ , com |f'| integravel
em [0,+oo[ .
Tese: lim s [f](s)= lim f(t).

s—0" t—>+o0

Prova: / [f'](s) =] e tf()dt= lim [f](s)= lim [ et ()t .
0 s—0" s—0" 0

Pela convergéncia uniforme obtida pelo teste de Weierstrass, uma vez que
‘e_St f ’(t)‘ <|f/(t),vt>0e j0+°°| £/(t)[dt < +o0,

temos que

im ["“e™Uf )dt=["" m e~ f/(t)dt.
s—0" 70 0 s-0°
De modo que,

. , , [t o, ok T _, o n
Sh_r)n0+ S ](s,)_j0 f (t)dt—TIlr)rJroo_[O f (t)dt_TIlr)rJlroo[f(T)— f(0*)

Portanto,

lim (s:/[f](s)—f(0+))= im <~ [f(s)= lim (f(t)—f(o+)).
s—0" s—0" t—+o0

Exemplo: A segunda fungdo especial que nos obteremos serd a funcéo de Bessel de 1?
espécie e ordem zero, J,(t) ,dada pela solugéo do seguinte
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PVI :{ LN
y(0)=1y'(0)=0
Aplicando Laplace a EDO obtemos

—%[sz SIYIE) - sy(0°) — YO )] + (s [yI(s) — y(0*)) —% S Iyl(s) =0
Ou seja
—di[sz SIS — 81+ 5 Tyls) -1--2 ~[y)(s) =0
S ds
Ou seja
(52 +1)di SIS) +s 7 Tylis) =0= L S 1yl(s) + S
S ds s +1

A qual € uma EDO linear de 12 ordem com fator integrante

ZTyl(s) =0

) =l 7 e (52 gy
De modo que,
STyl - JS% S ™
OBS:
\/11?= 32(111) =% - 1 =§(1+Si2)_1/2
§2 1+s—2

OBS: Série de Taylor de f(x)=(1+x)"numa vizinhanca de x, =0,VreR:

L+ X)" i (k)(o) X =14 rx+ r(r-1 2+ r(r-1)(r-2) ot

k=0 ! 2! 3!
De modo que,
1)(_3 1)(_3)(—5
1 :1[1_’_(_;)524_( 3)(= ) ( 5)(=3)(=3 56+...j
\[1_{_ S 3!
1 -4 -6
g(l 387 2221 233215 + )
1 -
g(l % 2223;'42ZS _22233;22333 +. )
1(& 1) (2kh) 1 z « (2kh) 1
S(kz_;( (2kk|)2 <2k kZ:(;( ) (2kk|)2 2k
+00
Teorema: Hipotese: F(s) = Z A g absolutamente convergente Vs > a >0.
k=0 S

Tese:
k

f(t)= " [F(s)]t) = +Zoloakt— , Vt=0.
b\

Além disso, f & continua e de ordem exponencial q,Voq > .
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Sendo assim, entdo

SIyI(s) = Ci (_é)k k(!z)f)! Siﬂ

Procedendo formalmente e aplicando a transformada inversa de Laplace, obtemos

E(ED (K)o 1 & (D) (2k)! t* S G
t)=C o t)=C =C t
ye) ; (2°k1)? [32k+1]() =2k (2K)! kzz;'(zkk!)2
Agora, impondo a condigéo inicial y(0) =1, conclui-se que
&O(EDE
J, (1) = t
O( ) e (2kk')2

Generalizacdo: A equacao de Bessel de 12 espécie e de ordem n € dada por
t2y”+ty’+ (t2 — n2)y =0.

Possui como uma das soluc@es a funcdo de Bessel de 12 espécie e ordem n dada por

~ +o0 (_1)k L n+2k
J"(t)_kz_,;k!((mk)!(zj i

Aplicacao ao calculo de integrais parametrizadas.

Exemplo: Funcdo Gama de Euler (fatorial generalizado):
O fatorial de um ndmero inteiro positivo € por defini¢do dado por
n'=1.23.....(n-1).n
De modo que a funcao fatorial satisfaz a seguinte equacéo funcional
nl=n(n-1)!.
Assim, para n =1 obtemos que
1=11=1.01=0.
Se fizermos n =0 obteremos que
. nl 0!
D!= Im —=—=
n»on of
Mas entdo quando n=—1 obteremos que
(D= (-)(-2)!= Foo = (-2)!.
Analogamente, quando n = -2 obteremos que
(-2)!= (-2)(-3)!= Foo = (-3)!.
E assim sucessivamente. Ou seja, o fatorial de qualquer inteiro negativo sera infinito!
Por outro lado, se n>0 sabemos que
|
SINs) = J e M "dt = ™ vsso.

Sn+1

I
I+
8

o
|+|*‘

De modo que,
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j0+°°t”e“dt = /Tt"Q) = nt.
Esse fato levou Euler a definir a seguinte generalizacao da funcgéo fatorial
Definicdo: A Funcdo Gama (ou fatorial generalizado), denotada por T'(x), € dada por

r'(x)= Igootx_le_tdt Vx>0,

Propriedades
(PL)T(x+1) = xI'(x),x>0.

P2)T (@) =1.
(P3)I'(n+1)=n!,vn>1.
Graéfico:

ok L

Com a funcdo Gama podemos obter
It Is) |, vr > -1,
Isso permite generalizar a nocdo de derivada de ordem ne N para ordem fracionaria!

OBS:

[]d'

SIE®I) = (D= /[f](s) ,VreRr>-1.

Teorema: Dado r&eR, r>-1, tem-se que

S = D R g
S

S

Prova:
SIENs) = [ ettt =[Te (9 d( )_F(”l) .

Exemplo: Um exemplo de integral néo trivial que todo estudante de Calculo | conhece
é 0 seguinte
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J.Jooe_xzdx.

Atraveés da transformada de Laplace podemos calcular tal integral. De fato, definindo a
seguinte funcdo (familia parametrizada de integrais improprias)

f(t) = jgoe—txz dx

Tem-se que,

SF](s) = j S‘f e dxlt = _[ j e gt j J' e g =

—(s+x2)t o
:I nmj R j lim| S dx:j dx__
0 T-=Jdo 0 To= —(S+X) 0 S+X

I A SR e (x/JE) _1 x|z
- -[o [1+(x/J§)2} JEM?OL [1+(x/¢§)2} I(amtg\/'} 2s

De modo que,
T

f(t)= /—1[7](0 7t 0.

OBS: Pelo teorema anterior,
F(l/ 2)

KO Ohtire

Pelo exercicio da lista, sabemos que T'(1/2) = \/; , 0 que implica em

Portanto,

o Jr
joe dx=f() ="~

OBS: Solucédo apresentada por Laplace:

110 = j: e (J': e‘“zdx)dt = J': I: e ) gxdlt :I:J':e‘“”z’tdtdx
e(1+x)t *

_I ( —(L+x? )}
j:e‘(J‘:exztdx)dt I ('[ e 1’Zdu)

OBS: U2 :=xt= x=u/t = dx=t"2du.

j: e (j: exztdx) dt = (I: e‘tl’zdt)(jooo e”zdu)

OBS: v=t"2 =t =v? = dt = 2vdv = t Y*dt = 2dv .

d o T
> = (arctgx]; :E

Por outro lado,
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oo oa-(aaoa)
_ 2( [ e‘“zﬂ'u)2
Jr

Z o ) = Z(I:exzdx)z = J.:e’xzdx:T |

De modo que,

Exemplo: Avaliar a familia de integrais

h(t) = jo costx B dx,a>0t20. (1)

x2 122
Aplicando a transformada de laplace a (1), obtem-se que
_ [P a—st [® costx
H(s,)_j0 e jo SO dxdt (2)

OBS: Tem-se que
h(t) = jg" f (x,t)dx

onde |f(xt)<

o T
=M(x) com M (x)dx = — < +o0. De modo que, pelo
7 2 =M Jo M0gdx=—— que, p

Teste M de Weierstrass h € uniformemente convergente, portanto pode-se trocar a
ordem de integracdo em (2) e obter-se que

_[* 1 © __st
H(s)—.[0 NPT Io e > costx dtdx

- ”;(L)dx
0 x*+a’ \s?+x?

Usando fracGes parciais
1 A B {A=1/(52—a2)
= D m

= +
(x2 +a2)(s2 + x2) x?+a’ s2+x B= —1/(s2 —a2)

De modo que,

s o 11 }1_ s (L_Lj_l 1
H(S)—(Sg_az).[o W2+a?  x2+s’ X_(SZ_aZ) 2a 2s) 2a(s+a)’

Sendo assim,
T

h(t) =~ HIO =~ ‘1[—](t>—21 -

Portanto,
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o0 /-
.[0 %dx=2—e at a>0,t>0.
2

Aplicacao as solucdes fundamentais de equacdes diferenciais parciais.

Modelo Matematico para difusdo do calor unidimensional (um fio semi-infinito de
material homogéneo) com temperatura inicial (t = 0) igual a zero, com a extremidade (x
= 0) mantida a temperatura constante ug >0. O Problema de Valor Inicial e de

Fronteira (PVIF) é dado por

Ut =k2uXX ,X>0,t>0
(PVIF):< u(x,0)=0 ,X>0
u(0,t) =ug >0

Onde k? =K /cp é o coeficiente de difusividade, sendo K a condutividade térmica, ¢ 0
calor especifico do material do fio e p a densidade do fio. Como ndo existem no
mundo real temperaturas infinitas, imp&e-se a seguinte condi¢cdo de limitagcdo sobre a
temperatura
u(x,t) <M, vx>0,vt>0. (1)

Como a temperatura esté definida, em cada variavel, em dominios semi-infinitos, pode-
se aplicar a transformada de Laplace tanto em relacédo ao espaco (variavel x) quanto em
relagdo ao tempo (varidvel t). Apliquemos em relacdo a variavel t. Com isso obtemos
que

:/mdu5)=ﬁ%—“guuxmt=y/mkx9—uup)=auxg.
L2 2(® _—st &° 2 d? (o g 2 d?
J{kumkx$:k.%e &TMKQm:k-E?ke IKKDmZK-EEUUﬁ)
X X

De modo que, obtemos a seguinte EDO
2

97um$~%umg=o(a
dx k
OBS: Na verdade trata-se de uma familia de EDO’s parametrizadas pelo parametro real

S. O
Pela teoria das EDO’s, para obtermos uma solug¢ao unica de uma EDO de 22 ordem
precisamos impor duas condi¢des iniciais. Entretanto, sé temos uma condic¢éo inicial na
variavel x! Realmente, a condicdo de fronteira é transformada em uma condicéo inicial
para a fungéo transformada U (x,s) , uma vez que
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U(0,s) = ~ [u(0,1)](s) = jgoe—Stu(o,t)dt - jg’e—Stuodt =ug ~ Tl(s) = “?0

A solucéo geral da EDO (2) é dada por
Js Js
TX X

U(x,s)=Cse +C2e_7 .

Aqui é que sera fundamental termos imposto a condi¢do (1). Isso suprira a falta de uma
segunda condicéo inicial. De fato, de (1) obtem-se que
U (x,9)|= I e u(x,t)dt gj e Ju(x,t)dt < MJ. et = M Vs >0,
0 0 0

S
De modo que, necessariamente limU(x,s)=0 .

S—>+w

Portanto,
s,
U(x,s)=Coe k .

Agora sim podemos impor nossa Unica condi¢do inicial sobre a solucdo geral para
obtermos uma solucdo Unica. Fazendo isso, obtemos que

Y0 _y(0,5)=C,.
S

Portanto, a Unica solugdo do problema misto

d? S
—2U(x,s)——2U(x,s) =0,x>0
dx k
U(0,s)=ug/s
U (x,s)| < M
E
Vs,
U(x,s) = Yoo &
S
Entdo, a solucdo do (PVIF) sera dada por
_@E
— S
u(x,t) = U X S)IX) =ug ~ —IxD. G

Para obtermos essa transformada inversa precisaremos de alguns resultados.

Proposicgao:
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e 4](s)=

L
(a) ‘/[\/H N

e_‘Tt](s) _e—aVs ,a>0.

® I
zr

Prova: Estratégia: transformar em um sistema de EDO’s. Definindo as variaveis

—avs
€ ,a>0,s>0 e Za(s):e_“*/g,a>0,s>0.

Ya (S) = \/g

(Yo (8)) = =92, () +5Ya(5) &  Z4(5)=-%Y, ().

Tem-se que

OBS: De fato,
Y ' Y! Y —om/g —06\/7 \/g
(SY, (8)) =sYg(s)+ a(S)—S[(\/—)e \/—(e )} 7
ars
:s_( 14-3/2)g-avs | \/_( a\/—)e—a\E:|+ \/;
_d _“‘f ( &g 2)g- aVs |, —ols
] zf «@

ol s e
2Js 2 Js

e

= 1Y, () -22Z,(5)

O
De modo gue, obtemos o seguinte sistema

SY,, (S) + %Ya ()+%Z,(s)=0
Z4,(5)+ %Y, (5) =0
Aplicando ~1 somos levados ao sistema

a —
+5 2 =0

~M ) +3Ya O+ 52, () =0 ~ty, Ly,

—tza(t)+%ya(t):0 zazﬁya

OBS:
7ty 1(s) ==Y, (s) = s/ [ty,](s) =—sY,(s)
7y, )1(s) =s Ty, 1(s) - 0.y, (0) = —sY,(s)
= Y (s)I(s) =~ (ty, (1))’

O

A qual € uma EDO linear de 12 ordem, cujo fator integrante € dado por
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2

*J(f 7) t a
u(t) = 2t 42 = Jte 4t .

Portanto, obtem-se que

a? a2

ya(t):%e_‘“ e z,(t)= C—e at
2\t3

Se a =0, entédo
172

Yo(s)—jg:»yo(t)— f/—ltf](t)— 0.

Logo, para o =0 e t =1, temos que

1

—=%®=C,

Resumindo, obteve-se que

a’ a’

ya(t)=ie_47t az20t>0 e z,(t)= eﬂ,a>0,t>0.

oo zJF

OBS: Esta demonstragdo estd correta desde que a constante C seja independente de
. O
Uma demonstracdo direta de (a) e (b) pode ser dada da seguinte forma. Primeiro
provamos (a) para « =1 e depois utilizamos o 1° Teorema de Translagdo. De fato,
como

1 -1/4t
t)y=——¢ ,t>0,y1(0)=0,
y1(t) T y1(0)
é continua Vvt >0 e limitada , entdo Vs >0
4t —(s+ )t - \/7—7)
—ste 4t ﬂ Vs [* 24t
JrYy(s) = jo dt _jo —e jo e d(2vt)
fazendo a mudanca 7 = 2\/_ obtem-se que
ﬁ 1,
© 'Sy = e PR
fazendo a mudanca 4 = %r obtem-se que
S5 2 —@—ﬂﬁ)z dA
d JreVsy(s) = ["e 4 27 2L,
@ Jretue =] e
Somando (c) e (d) obtem-se que
5 Cely oo daty g
2J7eV8Y,(s) = ezfdr+—°oef7~2—.
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Finalmente fazendo z = A na primeira integral obtem-se que

Vs o1, «Elz

w —( A= ( =) 2 Js 1
2Jze 'Sy (s)= [Te 2 A (——+-)dA
1(9) =], f G2
Vs 1 Vs o1
w —(A-2)° (A=)
:ij‘ e 2 A (£+i)dﬁ=—j 27 2 d(ﬁﬂ__)
Js 70 2 )2 Js 70 2
= irwe_xz dx = 2£.
Js I Js
De modo que,
oVs
Y1(s) =
1(s) 7
ou seja,
~1/ 4t o Vs
S) =
Y= T 1(s) = R
Para obtermos (a) para « > 0, # 1, basta utilizar o seguinte resultado
1° Teorema da Translagao:
Hipdtese: ~ [f](s) = F(s), para s > S.
Tese:
Fies) =2 1) ,vs>2 veso0.
C c c

Assim Va >0,

e—a\/g 1 e~ @ /4t

=Yy (a® S)—— /[yl(—)](S)— F—=109),

a/s a? a? Vrtla?

ou seja,
=@ 2 4t —a\E
i S)= ,Vs>0,Va >0.
[ T 1(s) = =

Para provar (b), observamos que a fungéo
2(t) = _“2/4t,t>0,z(0):0,
AV 4

@ continua e limitada vt >0. Além dISSO,
(04
Z(t) = — 1) .
t) o Yo ()

Aplicando o seguinte resultado

f(t)

Teorema: Hipdtese: f /7, lim —= <+
t—>0" t
Tese: [f(t)](s) =jsoo STFUEDE Vs > a, .

Prova: Observando que
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_[Pe¢t
F(&) =], e 'ftat
satisfaz as condi¢Oes do teorema de Weierstrass V<& > o ¢ , obtem-se que se r >S > o
entéo

[[F@de=["["e* fdde ="t e 'dedt=]"f (t)Lej } t

S

= jwwe’“dt—rwe’”dt.
ot ot

OBS: f e/, lm &<+ :& . De modo que, lim /[f(t)](s)=o.u

t—>0" t S—>00

Portanto, fazendo r — +oo, obtem-se que

[ F@ae=[ Wesar= i1 Yys).

Conclui-se entdo que

o0 —O.’\/E 0]
SI26) = VTEYI6) =4 /[y](s) 2y (@e =4 er& [ e Ve d(@yE)

b
= lim (—e_“\/g} = lim (e”%*VS —e_“‘m)ze_“‘g.

S b—w

ou seja,

. a —a’ 4t _ —avs
/[—zme 1(s) =e

,a>0,s>0.
Agora ja temos quase tudo que precisamos para obter a solucdo do PVIF dada pela
transformada inversa (3). Entretanto, ainda necessitamos definir duas funcGes especiais

muito importantes na Fisica-Matematica; as funcGes erro e erro complementar. Como
motivacao, lembramos que

F(r +1) vr>-1.

AR O

Por outro lado,

(f*g)©) = ~ [F(S)GE)).
Particularmente, temos que

D N LIS R e
i —-—t:—* d =
o= e R e e

t 2
—Z%Ioﬁe_r dr
T

Definicédo: A funcéo especial erro (probability integral) é dada por
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erf (t) = dr ,vt>0.

2 te
G
De modo que,

o —1[%-8%1](0 _elerf (J1).

Por outro lado, pelo 1° teorema da translagcdo, temos que

e @ f (1)](s) = F(s+a),VaeR.
Com isso obtemos que
1

< Terf (V)](s) = "o

,Vs>0.

Lembrando também que
t 1 1a
% [ja f)ax](s) =<~ [F1(5) - E.[o f(t)dt ,va>0,
obtemos que
—avs —a?l4x
e~ Z(s) ¢t (e
== 1 x0e(s) = 1 jomxm dx](s)
—a’4x

« . cfte
=ﬁ/[fo 312 dx](s)

fazendo a mudanga A% = a® [ 4x, obtemos que

e—a\/g al23t e
[

_ «a -
0= e dr

|

(-2d2) =

+0o0

N J.
T a/2\/¥

Definicéo: A fungdo especial erro complementar € definida como sendo

erfc(t) = %J':ooe"r2 dr ,vt>0.

Propriedade:
erf (t) +erfc(t)=1,vt>0.

Gréafico:

el

rf
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De modo que,
~avs

~1.€ 2 [©,-r? o al2t _p a
o t)y=—5| e dr——=% e dr=1-erf(—=
——I0=F%]; =l GR
ou seja,
a e-as
o lerfe(—=)1(s) = ,Va >0,Vs > 0.
[ (zﬁ)]( ) S
Concluséo: A solugdo do PVIF é dada por
u(x,t)= ~[U(x,8)](x,t)=u ”/*1[eﬁz](x t) = u,erfc( X )
o R s T T kG

Aplicacgdo a Sistemas de Controle automatico (Servomecanismos)

Objetivo: Controlar a rotacdo de uma haste (shaft) através de um ponteiro (controle).

Notacao:
6, (t) =angulo de giro da haste. (output)
6; (t) =angulo de giro do ponteiro. (input)
Hipotese: A haste possui um momento de inércia | >> momento de inércia do ponteiro.

Definigdo: ®(t) = £(haste, ponteiro) =6, (t)-6.(t). (1)

Procedimento: Um sistema auxiliar (servomecanismo) é projetado para medir ®(t)e
retroalimentar a haste através de um torque que seja proporcional ao desvio ®(t). Além

disso, para produzir um “damping” no sistema o servomecanismo também produzira um
torque proporcional a varia¢do do desvio @'(t).

OBS: O servomecanismo pode conter sua propria fonte de energia através de motor,
gerador ou equipamento elétrico. o

Modelo matematico: O modelo matematico é conseqiiéncia da seguinte lei da Fisica:
“O produto de I pela acelera¢dao angular é igual ao torque aplicado a haste”, 0U Seja,
expressando matematicamente obtem-se

107 (t) = —kD(t) —cDt)  (2)

OBS: Se utilizarmos (1) perceberemos que a EDO que estd “por detras” ¢
165 (t) = —k (65 (t) — 65 (1)) — (6o (1) — 65 (1)) = =k, (t) — b (1) + K6 (1) + 6 (1)
ou seja,
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165 (t) +cdy (t) + kb, (t) = k6, (t) + ¢ (t)
Ou seja, € uma EDO de 2?2 ordem linear a coeficientes constantes, portanto do tipo
ay"(t) +by'(t) +cy(t) = f(t).o

Hipoteses adicionais: k,c > 0,6;,d{ continuas em [0,+oo] .

Condigdes iniciais: Como a haste esta inicialmente em repouso, entéo
0,(0)=65(0)=0.  (3)

Conclusdo: O modelo matematico é dado pelo seguinte
165 = —kd —cd’ ,t >0
PVI :

86(0)=65(0) =0

Aplicando Laplace na equacéo (2), obtem-se

1520, (s) = —(k + SC)D(s) — ¢ (0) . (3)
OBS: ®(0)=-6;(0) o
Por outro lado, aplicando Laplace em (1), obtem-se

D(s) =5 (s) - 65 (). (4)
De (3) e (4), segue-se

Is2 (D(s) + 6; (s)) = —(k + sc)D(s) — cb; (0)

Donde
(s) = — (1s26; (s) +¢6; (0))
Is2 +cs +k
Portanto, o desvio da haste sera dado por
o) =] (56 +c60) |
Is2 +cs +k
Em particular, se g;(t) = at, obtem-se que
—al —-a —aw 1
(D(S) == = = R
Is? +cs+k  s? +%s+% (s+b)? + 0> @
2
onde b zi,a)z ZE—C—.
21 I 412

De modo que,

CI)(t):—E:/_1 % (t):—ie_btsena)t.
@ (s+b) +w @
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OBS: Supbs-se >——. Neste caso, @®(t) é uma oscilacdo subcritica (um

k<
VIS

“damping”).

Formula Complexa de Inverséo

Se possuirmos o ferramental matematico necessario para obtermos a inversdo efetiva da
transformada de Laplace a inversdo sera obtida através da Formula Integral de Mellin.

Definicao: Se F(s)= ~[f](s) , entdo
f)=24]""eF@dz V>0 ()
y—l©

OBS: Tem-se que
F(s)=[ e f(tdt.

“Complexificando” a variavel independente, ou seja, fazendo s = z = x+iy, obtem-se que
F(z) = j:e-““y)t f(t)dt = j: (e cos yt —ie ™ sen yt) f (t)dt
= j:’ f (t)e ™ cos ytdt — i jo“’ f (t)e ™ sen ytdt

=u(x, y)+iv(x,y)
Comof E entdo 3C > 0,30 € R1Q.

‘ J': f (t)e™ cos ytdt

< ije"x’“)tdt < c VX > a.

|f(t)<Ce”,Vt>0= .
UO f (t)e ™ sen ytdt‘ X-a

Logo, u e v estdo bem definidos na faixa Re(z) > «. Por outro lado, usando Leibniz

u (xy)= gr f (t)e™ cos ytdt = Iw—tf (t)e ™ cos ytdt
X ¥0 0
0 [~ xt ® —xt

u, (%, ) -5 jo f (t)e™ cos ytdt = jo _tf (t)e ™ sen ytdt
0 [* _xt ® —xt

v, (X, ) :a_.[o f (t)e™™ sen ytdt :L —tf (t)e™™ sen ytdt
X

v (X, y) = %(—J.: f (t)e ™ sen ytdt) = —J.:tf (t)e™ cos ytdt
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De modo que, u e v sdo continuas em ]0,[xR e satisfazem as equacBes de Cauchy-
Riemann. Portanto, F(z) € analitica em Re(z) > a. [

(FI) é o método direto para obtencdo de ~ [F(z2)](t). A integracdo é efetuada ao
longo da reta Re(z) =  , onde y é tal que as singularidades de F(z) estdo a esquerda de
Re(z) = 7.

% Z=.}-" +E_}f

Origem da Formula (FI): Trata-se de uma generalizacdo da Férmula Integral de
Cauchy para retas Re(z) = y no caso em elas sdo a fronteira do semi-plano aonde f (z) €

analitica. Para isso necessitaremos ter alguma informacdo sobre o comportamento de
f(z) para |z| arbitrariamente grande.

Definicdo: f (z) é de ordem z* quando |z| — o0, se 3M, ro > 0 tais que;
|f(2)]<M |z|k ,se |z| >,
Notacdo: f (z) = O(z¥).

Teorema: (Integral Impropria de Cauchy)
Hip: f () analitica sobre o semi-plano Re(z)=y e f(z)=0(z*),k >0.
Tese: Se Re(zo0) > y , entéo
f(zp)=— ”_'wﬂdz L de
rie (2-12,) ~ (y +iy—12,)
De modo que, se F(z) é analiticaem Re(z) = y , F(z)=0(z ),k >0,|z| >>1 , tem-se
que

F (@) :ﬁjyfiwﬂdz Ve C,Re(w)> 7.
y—ioo (a)— Z)

Prova:

Seja Cr 0 arco: x>ydo circulo |z]l=Ronde R>|y| eR>|z|.De modo que
z, €int(C, u{x=y}). Definindo f =./R*—y? tem-se, pela Formula Integral de
Cauchy, que
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T+if / R-Iz]
R

B8

v 1]

T-LB\ c,

) f@ . . f@ @ | . f@ . 7 t@
)= ¢ mdz—z—ﬂi[j(z_—zo)du | mdz}_z—ﬂi[jmdz | mdz}

CrAx=r} Cr Cr y-ip

Quando z eC, tem-se que; |z—2z,| > R—|z,| e como |f (z)| <M |z|_k entdo se [7|=R , R
suficientemente grande (R >> 1), obtem-se que

f(z)|<M 1 M 1

< <————— ,se R>ro,p/algum ro >> 1.
z—zo‘ |z|k|z—zo| R* (R—|z,)) o,p/aigum ro

Os integrandos em f (zo) na expressdo acima sdo continuos. O comprimento de Cr €
menor que 27R. Portanto, como

Cﬁ @ Z 27ZR=2”—M—>O
(z-12,) | RY(R-|z)) R(1—|z,|/ R)

Cr

<j‘> f (2)dz

Cc

< | (2)dz| <ML =

Cc

Quando R— +oo | pois k > 0. Além disso, como R* = % +»* a integral tb. converge
para 0 quando S — +o. De modo que, tomando o limite /S — +ooobtem-se que

r+ip . .
(@)= lim [ D=t [ W g 2 02

(2-2,) Tedp(riy-z) 0 27id= (y+iy-2z,)

y=ip
Entdo, procedendo formalmente, obtem-se que
~ ~ y+io F(z y+ioo _ 1
f(t)= /[F@E)I) =~ 1[2%.[ _ Ldz](t) =2+[i'[ CF(2) /' [——](t)dz
r=iw (S—12) y-ioo S—1

1 y+ioo "
=z F(z)e"dz. m
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Contorno de Bromwich: Na pratica a integral em (FI) é transformada numa integral de
contorno

f(t)= ziﬂicjge“F(z)dz
Cg
onde C, =I'U{Re z =y} € o contorno de Bromwich;

I

T Y+l

Tem-se que T =+/R* — y? donde T — +o0 Se S0 se R — +oo, donde

T 1 y+HT " e N N L .
f)=limok | e'F(2)dz=lim| ;% SBCBe F(z)dz— L Le F(2)dz

OBS: Condicéo suficiente para que a integral sobre 7/~ convirja para zero quando
R —+o0:

F(z)=0(z™*) (CS)
para algum k > 0. Esta condicdo sempre ocorre quando, por exemplo, F(2)=p(2)/q(z),
para p e q polinbmios com grau(p) < grau(q).

Aplicacdo do teorema dos Residuos a Inversdo da Transformada de Laplace:
Se as singularidades de F(s) sdo pélos (ordem finita) a esquerda de uma reta Rez =y

e, além disso, tivermos

I e”F(z)dz >0, qdo.R — +o0
r

no contorno de Bromwich, entdo

f(t)=) Res(e"F(2):z,) ,z, = polode F(2).
k
Exemplo: Calcule
S0, aeR
S—a

Tem-se que F(s)= p(s)/q(s)com a polo simples e gr(p)=0<1=gr(q). Entdo, F
atende a condigéo suficiente (CS), donde

coap 1 e’ . e’ at
7 [—I](t)=Res ra|=a,=¢(a)=Ilim(z-a) =e".
S—a z—-a
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Exemplo: Calcule

o1 S
o [(s+1)3(s—1)2](t)'
Pdlos de F(z):%:
(z+1)°(z-1)
. N __:.ld_2 e ..
z, =—1(ordem 3) = Res(e”F(z):-1) ZILr]jlzld 2[—( _1)2] a,
_1im [(1+tz)ez‘(z 1)%—ze*2(z - 1)] 1] [(1+tz)ez‘(z —27+1)—e"(22° —22)]
BEZ=UY (z-1)* 2 aldz (z-1)* -
_1iim & [(z —27° +7)te™ +e” (12 )]_
z>-1(dz (z-1*
Llim [(2+zt)(z-1)*te™ —2ze™])(z-1)* —e"[(1-2*) +1z(z-1)*]4(z-D)° | _
=1 lim " =
_1([(2-t)dte +2e712" —e'[At]4(-2") | _1[2°(-t)te" +2% ' —2"te”"
2 2° 2 2°
1[(2—t)te‘t e te“j te t?%' e te t2 o
=52 T3~ =7 "3 +—4——_(——— :
2 2 2 2 2 2 2
z, =1(ordem2) = Res(e*F(2) 1)_I|m—[ ze” = nm[(en“zen)(”l) —3ze"(z+Y),
1dz (z+1)7°7 o1 (z+1)°
_2°(L+t)e' —3.2%"  (1+t) et—iet —(2t—1)e—t
- 2° -2 28 2!
De modo que,
l 2 —t 1 t
o [m]()— (E—t )e +?(2t—1)e.
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