Notas de Aula:
Funces de uma variavel complexa:
Introducdo:
Motivacao para construcdo dos nimeros complexos:
Dada a equacéo algébrica

x> +1=0 (1)

N&o existe nUmero real que a satisfaca. Portanto, foi necessario definir um novo tipo de nimero
que satisfizesse a equacéo.

Definigdo: (K.F.Gauss). Denomina-se imaginario puro ao nimero, i, que satisfaz
i=v-1 (2
De modo que, por definigdo i é solucdo de (1), uma vez que
i=-1 @3
Considerando a equagdo do 2° grau genérica
ax’+bx+c=0 a,b,ceR

com b? —4ac <0, tem-se que as suas raizes sdo dadas por nimeros com a seguinte estrutura:

b «/b®—4ac =—£+«/—_1 J4ac—h? b i«,Mac—b2
" 2a

X=——0= + —+
2a 2a 2a 2a 2a
J4ac —b?
sendo que 0s nUmeros —2£ e —a sdo reais.
a a

Defini¢cdo: Denomina-se nimero complexo a todo nimero, z, com a seguinte estrutura

z=a+ib

a,beR

onde ,sendo a denominada parte real e b parte imaginaria de z. Notacao:

Re[z]=a , Im[z]=b
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Algebra dos nimeros complexos:

C={z=a+ib:a,beR,i=

Definicéo: N _1}é 0 conjunto dos numeros complexos.

Operagoes:

- Adicao: (a+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d) ; elemento neutro: 0, =0+i0

- Inverso aditivo: (@+1P)—(c+id)=(a—c)+i(b—d)

(a+ib)(c+id) = (ac—bd)+i(ad +bc)

- Multiplicacéo: ;elemento neutro: 1. =1+1i0

- Inverso multiplicativo: Vz=a+ib#0.,31z ' =c+ideCtq 2z =1..

ac—bd =1,

.Como z#z0=a%#0ou b=0.
bc+ad =0 ,(2) u

De fato, zz'=1+i0 <:>{

a
O sistema possui uma Unica solugdo, pois det[b j =a’+b?#0,e tem-se que
a

a B b 3 a . Db

c

= , = - = —I1 .
a?+b? a?+b? a?+b?> a’+b?

- Divisdo: Vz,,z, €C,z =a,+ib,z, =a, +ib,, z, # 0,tem-se que

A R T T SR e L o . 1)

_ 2
Z,

ai+b al+b’ al+b? a +b?

Propriedades Algébricas:

O conjunto C possui uma estrutura algébrica de corpo comutativo. De fato, C possui as
seguintes propriedades:

Adicao:

(i)z,+2,=2,+17, comutatividade
(i) z+(z,+2)=(z, +2,) + 2, associatividade
(iii) z+0. =2 elemento neutro
(iv) z+(-2) =0, elemento inverso
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Multiplicacgao:

v) 22, =12,z comutatividade
i) z,(z,2,) =(2,2,)z, associatividade
(vii) z1. =2 elemento neutro
(viii) 2z =1.,vz 20, elemento inverso
(ix) z,(z,+2,) =72, + 7,2, distributividade

Representacao Geométrica
A idéia de representar os niimeros complexos como pontos do plano cartesiano R?, se deve, ao

que parece, ao suico Argand (1755-1803). Entretanto, foi Gauss (1777-1855) quem
generalizou seu uso através da bijegao:

z=X+iyeC < P=(x,y) eR?

OBS: Com esta bijecdo obteve-se que C = R? como espaco vetorial real. ¢

Defini¢do: (Complexo Conjugado):

z=a+ib = 7=a-ib
Propriedades de 7 :
(P1) z+Z =2a

(P2) 2z =a’ +b?

(P5) (z,/2,)=7,17,,vz,#0

(P6) Z,+Z,=2+12,
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Defini¢édo: Dado Z=X+1Y 4 médulo de z é dado pelo comprimento de z interpretado como
vetor do R?:

2] = /x> +y°

Propriedades de |z|:
(P1) |z, +2,|<|z,|+|z,]
(P2) ||’ =2z

(P3) |Re[z]| <|z|

(P4) [Im[z] <z

(P5) |Z|=7|

(P6) |7|=0<=2=0

(P7) zl=%,Vz¢O
z

Forma Polar de um namero complexo

Z=X+Iiy

Defini¢do: Denomina-se argumento de um nimero complexo, , € denota-se por arg

z, a0 angulo @ que o vetor OP P=(x y), faz com o semi-eixo positivo-x.

X=rcoséd,y=rsenf

Z=X+iy <> P=(Xy) > (r,0):1 r=|z|=x* +y?
y
X

0 =arctg

Paulo Marcelo Dias de Magalhdes - UFOP Pagina 4



OBS: Existe uma infinidade (enumeravel) de valores de @ (6, =6, +2kr,k €Z) para os
quais (r’H)descreve 0 mesmo ponto P. De modo que, z= x+|y, possui uma infinidade de
argumentos todos diferindo entre si de um mdltiplo de 27 . Porém, z possuira apenas um

argumento, 6,, satisfazendo 0<6, <2z . Este argumento 6, sera denominado argumento
principal de z e denotado por Arg z. ¢

B+ 2T

oBs: 1) VZ€R _{O},Arg 2=0.
2) Arg 0 ndo é definido.
3)Argz=Argz. |

Z=X+

Definicdo: Forma Polar: Todo 1y possui a seguinte representacdo

z=r(cosd,+isend,)
Propriedades:
(P1) —z=-r(cos@+isend) =r(cos(@+x)+isen(f+x))
(P2)

2,2, =r,(cosg, +iseng,)r(cosb, +isend,)
=r,1,[(cosé, cos b, —sen G, sen 6,) +i(sen 6, cos b, +sen 6, cos 4,)]
=rr,[cos(6, +6,) +isen(4, +6,)]
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n__ .n H _
(P3) z" =r"(cosnd+isennd) ’n_l’z’"'(FérmuIade De Moivre)

(P2) 2"t =r"(cos@—isend) ,vz#0

(P5) z"=r"(cosng—isend) ,vz=0

(P6) vz, #0,L = L[cos(6, —6,) +isen(d, - 6,)].

2 2

Formula de Euler

Sabemos pelo Célculo Diferencial as seguintes representagdes em séries de Taylor:

0 Xn 2 3
ef=) —=1l+x+—+—+
o n! 2! 3!
® (_1\n 2 4 6
cosx:z( Do g X XX
= (2n)! 2! 41 6!
© _ 3 5 7
senx=" (D" jona_, X X X
~ (2n+1)! 31 51 71

De modo que, procedendo formalmente obtém-se para yeR que

eiy :i(ly)n zi(iy)Zk Z (Iy)2k+l ile Zk ii2k+ly2k+l o k 2k Z( 2k+1
BNt S @) E kD @ 3 2k 3 k)' (2k+1)'
(D e (D :
= I =C0S 1sen
k=0 (2k)'y ’ §(2k+1)!y y+ y

Aplicando a forma polar, obtemos ¥z # 0 a representagao
z=r(cos@+isend) =re”
Propriedades:

(P1) Z=re™
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(P2) 7,2, = r,r,e' %%

P3) &= hgie-o)
ZZ r2

n.iné

(P4) 2"=r"e" neZ

T
i(=+2k
(2+ z)

(Ps)i:eizze ,kGZ

Funcdo de uma variavel complexa

Regibes do plano complexo

O plano complexo C pode ser decomposto em regibes limitadas por curvas fechadas ou
prolongadas ao infinito. Para se definir uma regido se utiliza uma ou varias desigualdades.

Exemplo:

7| <r

|z|>r r<|z]<r,
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=]
] \
Re(z) > X, Im(z) >y, 6, <Argz <6,

Exercicio: determine a regido dada por Re(l/z)>%.

Definicdo: Um conjunto S < C é limitado se 3R >0 tal que:

Z|<R ,vzeS.
Defini¢&o: Denomina-se disco de centro z, e raio I >0 ao conjunto
D, (z,)={zeC:|z-z,|<r}.

Nogdes Topoldgicas

Definicdo: Denomina-se vizinhanca de um ponto z, a todo conjunto V (z,) que contem um

disco D, (z,).
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Definicdo: Um ponto z, é ponto interior de um conjunto S se existir uma vizinhanga V (z,)

0
totalmente contida em S. Notacéo: S ={z Sz € ponto interior de S}.

Definigdo: Um ponto z, é ponto exterior a um conjunto S se existir uma vizinhanga V (z,) tq:
V(z,) NS =9.

Defini¢éo: Um ponto z, é um ponto da fronteira de S se ndo é nem ponto interior nem ponto

exterior de S. Notacio: 0S ={z € C:z e ponto da fronteira de S}

Definicdo: Um ponto z, € S é um ponto isolado de S se existe uma vizinhanca V (z,) tq:
V() (S {z,})=9.

Definicéo: Um ponto z, € um ponto de acumulagéo de um conjunto S se toda vizinhanca de

V (z,) contém um nimero infinito de pontos de S. Notac&o:

S"={z e C:z ¢ ponto de acumulacéo de S}

Definigdes bésicas:

(i) Um conjunto é aberto se possui apenas pontos interiores.

(ii) Se S'={zeC:z¢ S}for um conjunto aberto entdo S é dito ser fechado.

(iii) Um conjunto é dito ser conexo se qualquer par de pontos pertencentes a ele pode ser unido
por uma poligonal inteiramente contida no conjunto.

(iv) Um dominio é um conjunto aberto e conexo.
(v) Uma regido é um dominio com fronteira.

(vi) Um conjunto é simplesmente conexo se toda curva fechada contida nele contém em seu
interior somente pontos interiores ao conjunto.

Defini¢do: Diz-se que uma funcdo de uma varidvel complexa w=1(z) esta definida em um
dominio D se a cada ponto z € D corresponde um Gnico (funcdo univalente) ou varios valores
(funcdo multivalente) de we C.

Exemplo: (funcéo univalente)
f:CoCizbw=1(z)=2°

Tem-se que
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2 = (x+iy)® = (x+iy)(x+iy) = x* —y* +i(2xy) = w=x* - y* +i(2xy)

De modo que,

' f .
Z=X+ly ——>W=U+Iv

onde

u=u(x,y)=x-y* , v=v(xy)=2xy

f:D>C:z=x+iyr>W=U+iv

Definigdo: A cada fungdo complexa estdo associadas

duas funcgdes u e v, a valores reais, de duas variaveis reais x e y, denominadas;

u=u(x,y)=Ref(z) e v=v(xy)=Imf(z)

Exemplo: (funcdo multivalente) A cada nimero complexo z # 0 estdo associados n nimeros

complexos, as raizes n-ésimas de z, dadas por Q/E

Elas séo as solugdes da equagao

Utilizando a representacéo polar, tem-se que

z=r(cosf+isend)
W= p(Cos@+iseng)

Utilizando a Férmula de De Moivre obtém-se que
" (cosng+isenng) =r(cosd+isennd)
Entdo, necessariamente

p'cosng=rcosé e p'senng=rsend

Estas equag0es sdo satisfeitas se
p'=r , ng=0+2kr VKkeZ

De modo que,
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w:Q/EzQ/F(COSWJrisenw)

Esta férmula produz n raizes distintas somente quando k=012,...,n _1.

Definicéo: f:D _>(C, D dominio, possui um limite em z, € D" se existe um nimero L com
a seguinte propriedade:

Ve>0,35=6(¢,2,)>0:Vz2eD,0<|z-z)| <5 =|f(z2)-L|<e

Neste caso denota-se limf(z)=L

77,

OBS: Para a existéncia do limite de f(z) quando z — z,n&o é necessario que f esteja definida

em Z,,o0useja, que Z,€D. W

Teorema: Seja f :D—=>C b dominio, e Zy =X +1y,€C. Se z,eD’, entdo L=a+ib

satisfaz
limf(z)=L
71,
Se s se
lim Ref(z)=a , lim f(z)=b
(%,¥)>(X,¥o) (x,¥)—>(%.¥o)
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f:D->C

Definicdo: (Continuidade em um ponto). Sejam , e z,€D. Diz-se que f(z) é

continua em Zz, se:
lim f(z)=f(z,)
-7,

Por extrapolacdo, diz-se que f(z) é continua em D se é continua em todo ponto de D.

f:D->C

Teorema: Hipotese: e z,=X%,+ly,eD.

Tese: f(z) é continua em z, se sd se u(x,y) =Re f(z) o v(x,y)=Imf(z)

séo continuas em (X,, Y,) -

f:CoC:z f(2)=x+i(X*+V?)

Exemplo: é continuaem C.

Exemplo: [ :D—>Cizi> f(z) =™ +icosxy

¢ continua em D se D =12€C:Re(2) <L} ,D={zcC:Re(2)>1} {y)¢ descontinua na
ota Re(@D) =1={(x,y) e R*:x=1}

Propriedades: Dados f,g:D —>C,z,eC,talque lim f(z)=L e limg(z)=M:
(PY) lim[af(2)+ p9(z)]=aL+ M, Va, feC.

(P2) lim f(2)g(z) =LM
mi@_L
(P3) zlLrQ () Y (se M =0)

Derivacéo e Funcgdes Analiticas

A definicdo da derivada de uma fungdo complexa num ponto Zz,é analoga ao caso real.

Entretanto, existem, conforme ser visto, diferencas fundamentais ente funcGes a valores reais e
fungdes a valores complexos em relagdo a derivagéo.
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Definicéo: Seja D um dominio, z, €D e f:D —>C A derivada de f(z) em z,é dada pelo
limite

lim f(z,+Az)— f(z,)
Az—0 AZ

onde Az =7-12,. Se este limite existe dizemos que f(z) € derivavel em z, e denotamos esse
limite por

df
f'(z ou —(z
(2,) OIZ(o)

Diz-se que f(z) é derivavel em D se ela for derivavel em todo ponto de D.

OBS: A existéncia do limite acima deve independer de como Az =z -2z, tende a zero em C,

ou seja, de como z tende a z, em C. \

Exemplo: f:Co>Ciz> f(0)=2"

Tem-se que Vz, € C

f(z,+A2)— f(z,) (2,+A2)* -2 2z,A7+(A7)?
Az Az Az

=27,+Az
Logo,

f'(z,) = AIETO(ZZO +Az) =2z,.

Exemplo: f:C > C:z+ f(2) :|z|2é derivavel apenas em z,=0. E exatamente 0 caso

oposto ao caso real!

Tem-se que Vz, #0

F(z+A2) = F(20) |2o+82] —[z)| (2, +A2)(z, + A2)— 2,2,

Az AZ AZ
(2, +AZ)(2, + AZ) 2,7, Z,AZ+Z,A7+AZAZ
Az Az
A7) — —
=1, (Ej+ Z,+Az
Tomando Az=reR—{0} e fazendo Az — 0, obtém-se que
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fjm %o +42) = () :Iim[zo(£J+Z+F}: Z,+12,
r

Az—0 AZ r—0

Por outro lado, tomando A2 = ir,r e R—{0}

fjm (%o +42) = 1(2)) =Iim{zo(%]+z_o+ﬁ}=g—zo
i

Az—0 Az r—0

e fazendo Az — 0, obtém-se que

OBS: 2,+2,=2,-2,<7,=0.1

De modo que, ndo existe f'(z,) ,Vz, #0.Japara z, =0, tem-se que

2 J—
— A -

Az—0 Az Az—0 A7 Az—0 A7 Az—0

OBS: De modo que, uma fungdo complexa pode ser continua em todos os pontos e ndo ser

derivavel em nenhum ponto ou apenas um ponto. J& a reciproca € verdadeira, se f(Z)for
derivavel em um ponto z,entdo ela é continua em z,, uma vez que

[f(z,+A7)— f(2,)]
Az

f(z,+Az)-f(z,)=Az —0.f'(z,) =0, qdo. Az—0.

Portanto,

lim f(2)= f(z,). m
Propriedades: Sejam |9 P = C gerivaveis em z,eD.

Y L (@f @+ F9@),, =af'@)+fgE) VapeC.

P2 (1@, = (@) + 29 ).

(P3

)Q(EJ‘ _H@9@) - 1@®) 0

dz\ 9(z) 9(z,)°
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Defini¢édo: Uma fungéo f:D->C diz-se analitica em z, € D se existe r > 0tal que o disco

D, (z,) esta contidoem D e F(2) & derivavel em todo ponto de D, (z,).

2

OBS: Apesar da expressdo “analitica em Z,” sugerir uma propriedade de f(2) em apenas

pontual, na verdade € uma propriedade local, pois envolve uma vizinhanga de z,. No exemplo
2 ~ - ~ son

f(2)= |z| temos uma funcéo derivavel apenas em z, =0, de modo que n&o pode ser analitica

emz,=0. 1

f:Do>Ciz=x+iyr—> f(z)=u+

Seja v Vejamos as condi¢Oes necessarias e suficientes

sobre u(x,y) e v(x,y) gue garantam que f (Z)seja derivavelem z, €D .

Teorema: (CondicGes Necessarias)

Hipotese: Sejam | D —>C ¢ z, € D, tal que f é derivavel em z,.
Tese:
0] u(x,y) e v(xy) possuem derivadas parciais de 12 ordem em (X, Y,) -

(ii) As derivadas parciais de u e v no ponto (X,,Y,) satisfazem as equacdes de  Cauchy-
Riemann:

ou_ov v

x oy oy o

Prova:

Como existe f'(z,), entdo necessariamente

f!(zo) :llmo f(ZO+AAZ)_ f (ZO)
z—> 7

Com o limite existindo independentemente de como Az — 0. Entdo, fazendo Az=r -0
através de valores reais, tem-se que
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[U(Xo +1,Yo) +iV(Xy + 1, Yol =Tu(Xy, Vo) +1V(Xg, ¥o)]
r
_ Iim|:U(Xo +r, yo) _U(Xoa yo) 4 V(XO +7r, yO) —V(XO, yo)jl
r r

f(z) = lim

r—0

ou . OV
=&(Xo’y0)+|&(xo’yo)

Por outro lado, fazendo Az =ir — 0, obtem-se que

F/(z,) = !ring[“%vo+r)+iv(xo,yo+r)]—[u(xo,yo)+iv(xo,yo)]

ir
_ "m[u(xo, Yo + r_)—U(xo, yo)}{V(xo, Yo + r_)—V(Xo, yo)}
r—0 Ir Ir
=%%“(xo,yo>+%<xo,yo)=%<xo,y@—i%“(xo,yo)

Portanto, existem as derivadas parciais Uy, uy,V,,V, em (%5 Yo) - Além disso, pela unicidade do

limite e pela condigdo de igualdade entre dois numeros complexos, tem-se que necessariamente

UX(XO, yo) :Vy(xo’ yo) € uy(XO! yo) :_VX(XO' YO)

OBS: As equagdes de Cauchy-Riemann sdo uma consequiéncia direta do fato da existéncia do
limite independer de como Az —0em C. Entretanto, elas ndo sdo condigdes suficientes para

garantir que f(2) seja derivavel em z;. De fato, a funcéo

f:C>Ciz f(z)=|x|+ily|

satisfaz
ou d 1,x>0,VyeR ou
ox dx -1,x<0,vyeR oy
8V_O 8v_d| |_ 1, y>0,vxeR
X ay_dyy_ ~1,y<0,vxeR
De modo que, u,(0,00=1=v (0,00 e u,(0,0)=0=-v,(0,0).Mas, tomando
AZ=re R_{O}, obtém-se que
— r
£/ = lim OO _ i Iy
r—0 r r—0° r

Logo, ndo existe f'(0) .
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O seguinte resultado fornece condigdes suficientes para que f seja derivavel em z;.

Teorema: (Condigbes Suficientes)
Hipoteses:
Hy F:D—~>C, z, € D tais que Uu(X, y) ¢ V(X ¥) possuem derivadas parciais de

ordem continuas em uma vizinhanga de z,contida em D.
(H2) u(x,y) e v(xy) satisfazem as equagdes de Cauchy-Riemannem (X, Y,) .

Tese: | (2)¢ derivavel em Z, .

f:C>Ciz=x+iyr> f(z)=€"cosy+ie*seny

Exemplo:
Tem-se que
u(x,y)=e*cosy e v(x,y)=e*seny
De modo que,
u,=e“cosy , u =-e'seny
v,=e'seny , v, =e‘cosy

Entdo, u(x,y) e v(xy) possuem derivadas parciais de 12 ordem continuas que satisfazem as
equacdes de Cauchy-Riemann em todo z, = X, +1y, € C. Portanto, f é derivavel em todo ponto

de C, e tem-se que
f'(2) =u (X, y) +iv, (X, ¥) =V, (X, y) —iu, (X, y) =e*cosy +ie*seny = f (z),vz e C.

=Ilmz=0

Além disso, restringindo fa R, ou seja, fazendo y , Obtém-se que

f(z)=f(x)=¢€*vxeR

Esses fatos motivardo a defini¢do da fungéo exponencial complexa.

Agora, seria muito Util se nds também conseguissemos condigdes necessarias e suficientes para
que uma funcdo complexa seja analitica em um ponto de seu dominio.

Teorema: (CondicGes Necessarias)

f:D->C

Hipdtese: Seja tal que f(2) é analiticaem z, € D.

Tese: u(x, y) e v(x,y) possuem derivadas parciais de 12 ordem continuas em D, (z,),
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para algum r > 0 ,que satisfazem as equacdes de Cauchy-Riemann em D, (z,).

Teorema: (Condigbes Suficientes)

Hipoteses:

(H1) f:D->C com u(x,y) e v(xy) possuindo derivadas parciais de 12 ordem continuas em
D, (z,), paraalgum r >0.

(H2) u(x,y) ¢ V(X Y) atisazem as equagdes de Cauchy-Riemannem D, (z,).
Tese: | (2) g analitica em Z, -

OBS: Se as condicGes acima forem validas para todo ponto de D diz-se que f (Z)é analitica em
D.m

Teorema: (Regra da Cadeia)

Hipoteses:
H1) 9°P~C anaiticaem D, com (D) =E<C
(H2) fW — C, analitica no dominio W, com EcW .
Tese:

(T1) F(2)=1(9(2)) = (T 2 9)(2) 4 analitica em D.

(T2) Paracada z € D, tem-se que

F'(2)=f'(9(2)9'(2)

Paulo Marcelo Dias de Magalhdes - UFOP Pagina 18



