Funcdes Elementares

Funcdo Exponencial: Conforme j& vimos, o candidato natural a fungdo exponencial complexa
é dado pela funcéo

f:C>C:z=x+iy> f(z)=€"cosy+ie*seny
Uma vez que

f|. =e* ,vxeR.

R

E uma generalizacdo para ser Gtil deve preservar as propriedades do que esta sendo
generalizado. Além disso, as duas propriedades que caracterizam a exponencial real sdo dadas
por:

f'(x)=f(x),vxeR , fx+x,)="f(x).f(X), VX, X, R
A primeira propriedade ja foi verificada. Quanto a segunda, se assumirmos que
e’ =gV =e’e” ,vzeC
Entéo, pela férmula de Euler, teremos que
e =e*(cosy+iseny) ,VzeC

Definicdo: A funcdo exponencial complexa é dada por

exp:C—>C:zrexp(z) =e*(cosy+iseny)
Com esta definicdo obtemos que exp(z) é analitica em todo C e satisfaz:

exp(z, +z,) =e*"2[cos(y, + Y,) +isen(y;, +Y,)]
=ehe” [cos y,COS Yy, —seny, seny, +i[sen y, cos y, +seny, cos yl]]
=e“e”[(cosy, +iseny,)(cosy, +iseny,)]
=e*(cosy,+iseny,).e*(cosy, +iseny,)
=exp(z,)exp(z,) ,vz,z,eC.

Funcdes Trigonométricas: Pela formula de Euler, tem-se que

eV =cosy+isen
_ y ) y ,VyeR.
e” =cosy—iseny
eV +eV
cosy =
De modo que, _ 2 , ,VyeR.
iy _e—ly
seny =
=%
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Propriedades: Denotando exp(z) por e’ tem-se

(P1) le*| =€, Vz=x+iyeC.

(P2) e’ 20,vzeC

P9 L=etvzeC.

(P4) exp(z+2kr) =exp(z),vze C,vkeZ

(P5) exp(z) =exp(z), vz C

Definicdo: As funcBes complexas cosseno e seno sdo definidas vz € C como sendo
iz

e"+e
COSZZT senz =

iz iz —iz

Além disso, quando os denominadores forem diferentes de zero, definem-se as seguintes
funcdes trigonométricas complexas:

senz Ccosz 1 1
tgz=—— cotgz=—— COSSecz = —— SeCz=——
CoSz senz senz CoSsz

Gréficos: Re (senz)
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Pergunta: Aonde se tem senz =0e cosz =0 ? Da trigonometria real, sabemos que

senx=0 ,Vx=Kkzx,cosx=0,Vx=(2k +1)%,VK €7,. Serd que existem outros ndmeros

complexos z tal que senz =0e cosz =07? Vejamos, tem-se que

') _g W) gV _g¥e™  @7Y(cos X +isen x) —e’ (cos X —isen x)

senz =sen(x+iy) = = =

2i 2i 2i
(e —¢Y) (e +¢Y) (e —¢Y) (CREN-1

=—cosx+i—senx=—|Tcosx+Tsenx

21 21
ou seja,

sen z =cosh ysen x+isenh ycosx ,VvVz e C
Analogamente, obtemos que

cosz=cosh ycosx—isenhysenx,vzeC

De modo que,
coshysenx=0<senx=0
X=Kkrmz
senz=0< y=0 <
senhycosx=0< y=0
cosx=0

Analogamente,

coshycosx =0« cosx=0 pe
x=(2k+1)—=
cosz=0«< y=0 2

senhysenx=0<
d {senx:o y=0

Propriedades:
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(P1) sen’z+cos’z=1
(P2) sen(—z)=-senz , cos(—z)=cosz
(P3) sen(z, +z,) =senz,cosz, +senz, CoSz,
(P4) cos(z,+2,)=c0sz,c0Sz, —senz senz,
OBS: Entretanto, uma propriedade sera sacrificada
senx|<1, |cosx| <1 VxeRR.
De fato, tem-se que

2
lsen z|” =sen? xcosh? y +cos’senh? y =sen? x+senh® y,vz e C

2
|cosz|” =cos® x+senh? y,vzeC. B

Exercicio: Verifique se

(i) Sen.cos: C—>C

iy t9:sec:C—{(k+)z/2:keZ}—>C
(iii) cotg, cossec: C—{kz:keZ}—>C
Sao analiticas e calcule suas derivadas.

Gréficos: |tg Z|

Paulo Marcelo Dias de Magalhaes - UFOP

Pagina 22



A partir da exponencial complexa somos levados as seguintes generalizacdes da trigonometria
hiperbdlica

Definicdo: VzeC,

z -z z

e’ +e
coshz =

e’ —e -
senhz =

Além disso, aonde os denominadores ndo se anulam estdo definidas as seguintes funcGes
hiperbdlicas complexas

nh z cosh z
tghz = € cothz = oS sechz = cossech z =

cosh z senh z cosh z senh z

Pergunta: Aonde se tem senhz =0 e cosh z =07? Da trigonometria hiperbdlica real sabemos
senhx=0<x=0 e coshx=0,vxeR

que
(X+y) _ A=(x+iy) X H _aX i
senhz:senh(x+iy)=e e _e (cosy-+iseny)—e “(cosy—iseny)
2 2
(e"—e™) . (e"+e™)
=-———2C0SYy+i——=sen
2 y 2 y

=senh xcos y +icosh xseny

De modo que,

x=0
y=(2k+1)%<:>{

coshxseny=0 < y=kx

x=0

y=kz

senhxcosy=0<
senhz=0<

Analogamente, obtém-se que

cosh z =cosh xcos y +isenh xseny

De modo que,

coshxcosy=0<:>y=(2k+l)% x=0

coshz=0< &
x=0 y=(2k+1)%

senhxseny=0c>{
y=Kkrx

Propriedades:

(P1) senh(iy)=iseny , cosh(iy) =cosy

(P2) |senh z|2 =senh® x+sen’y
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(P3) |cosh z|2 =senh’® x+cos® y
(P4) senh(z, +z,) =senh z, cosh z, +cosh z, senh z,

Exercicio: Verifique se

(i) senh,cosh:C —»C

(ii) tgh,sech: C-{iCk+)z/2:keZ}—>C
(i) cotgh,cossech: C—{ikzr:k e Z}—> C
S&o analiticas e calcule suas derivadas.

Gréficos: |Senhz|

|cossech 7|
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Funcdo Logaritmica:
Dado w e C gostariamos de resolver a equagdo

z

e’ =w (1)

_ §-1 Az
Ou seja, gostariamos de encontrar os possiveis valores de z=f17(w) onde f(z)=e :

e’ #0,vVzeC

Lembrando que , entdo a equacdo (1) ndo possuira solucdo para w=0. J4 para

w =0, temos que

iargw

w=|we
onde argw=6, =6, +2kr, onde ,=Arg z. Seja 6, um valor particular de arg w, se
tomarmos
z=In|w|+ig,
Teremos que
o2 — plnwi+id) _ glniwlyiq :|W|ei9k W

Entdo esse valor de z € uma solugdo da equacdo (1). Para qualquer outro valor de arg w também
obteremos uma solugao.

Definigdo: Dado z # 0, um logaritmo de z é qualquer nimero complexo
log, z=In|z|+iargz

onde arg z é qualquer argumento de z, ou seja argz = Argz+2kz =6, +2kz =6, .,k € Z.

OBS: De modo que, existe uma infinidade (enumeravel) de valores para o logaritmo de um
ndmero complexo z#0. Isso evidentemente ndo é uma fungdo univoca ou univalente.
Entretanto, se z é um nimero real positivo, dentre todos 0s possiveis valores para o logaritmo de
Z, existe apenas um que coincide com o logaritmo real de z: o logaritmo de z correspondente a
escolhaargz=0.

Definicdo: Dado z #0, o valor principal do logaritmo de z é dado por
Logz=In|z|+iArgz

Log:C—{0} >C:z+> Logz

A fungéo é denominada Func&o Logaritmo Principal.

Definigdo: A funcdo multivalente funcdo logaritmo complexo é dada pela familia de os
logaritmos de z =0

logz ={log, :C—{0} >C:zr>log, z= In|z|+i6?k|2k7zst9k <2(k+Dr ke Z}
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Cada funcgdo dessa familia é dita ser um ramo da funcdo logaritmica complexa, o k-ésimo ramo.
A funcdo logaritmo principal, o zero-ésimo ramo, € denominado ramo principal.

Teorema: Para cada ramo da funcéo logaritmo complexo tem-se que:

0] log, z é descontinua ao longo do eixo real positivo R*.
" , i ., d 1
(i) log, zé analiticaem C-R"e —log, z==.
dz z
(iii) Qualquer ramo difere de outro ramo por um mdltiplo inteiro de 127 .
Prova:

(i) Fixo k € Z , seja o k-ésimo ramo log, z . Paratodo z, € R", conforme z se aproxima de z,
pelo semi-plano superior arg z se aproxima de argz, = 2kz e conforme z se aproxima de z,

pelo semi-plano inferior arg z se aproxima de argz, =2(k +1)x .Portanto, para z no semi-
plano superior

limlog, z=limIn|z|+ilimargz =In|z,|+i2kx

72, 757, 757,

Por outro lado, para z no semi-plano inferior

limlog, z=limIn|z|+ilimargz =In|z,|+i2(k +1) 7

77 77, 717,

De modo que, os limites diferem por 27i .

(ii)Seja z#0,z¢R" ,eseja k eZ entdo

z=re'* =rcos@, +isend, 2kr<@ <2Kk+x

e
log, z=Inr+ig, =u(r,6,)+iv(r,6,)
Entéo
u,=u.r, +u,o, u, =u.r, +U,0,
vV, =V, I +V,0, Vv, =V, I +V,0,

Por outro lado,
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X rcosé,

rsz — ; = C0S 6,
X°+
r=yx+y?= Y
- y =rsen6’kzsen0
Ty r ‘
rseng, sen g,
sec’ 6,(6,), = (~25) = (6), = (-5 00" 6, =~ cos” =
190, =3 = 1 1 L cosé
X 2 2 2 [
sec’6.(6,), =(—)=(6,), =(—)cos" 6, = cos 6, =
L (60, (X) @), (X) \ (rcosek) =
De modo que,
ux:urc039k+u6(—sen0k):Cosgk=(X/r): 2X -
r r r X“+y
uy:ursen9k+u9(cosek):sen0k:(y/r): 2y :
r r r X“+y
vX=v,cosek+v5(—sen9k):—sen9k:— 2y :
r r X“+y
cos 6, cos 6, X
Vv, =V, sen g, +V,( : k)= : k:x2+y2
Logo,

u_ v u_ W

X oy oy X

Portanto, u e v possuem derivadas parciais de 12 ordem continuas em cada semi-faixa:
r>0,; 2kr<6 <2(k+)x

Onde satisfazem as equagdes de Cauchy-Riemann, o que implica na analiticidade de cada ramo
log, z . Além disso, tem-se que

d : cosd, .seng, 1 . 1 -ia 1 1
—Ilog, z=u,+iv, = K —i K ==(cos@, —isenf)=-e =—"1o==
k X X k k i6
dz r r r r re z
+
A semi-reta {zeR }onde todos os ramos da funcdo logaritmica multivalente deixam de ser

funcdes analiticas (ndo sdo sequer continuas) € dita ser um corte para 0S ramos.
(iii) Sejam 0 m-ésimo ramo

log,, z =In|z|+i6, 2mr <0, <2(m+1)7x
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E o0 n-ésimo ramo
log, z=In|z|+i6), 2Nz <6, <2(n+)x

Supondom < n ,entdo N =M+ kik=1 Logo,

log, z =In|z|+i6, =In|z|+i(6, + 2kz) =log,, z+i2kz .
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