Integracdo Complexa:

Dada f:[a,b] > C:t> 1(t) = o(t) +iy (1) .Tem-se que f pode ser interpretada como um
caminho em R?, de modo que

b b b
[ fodt=[ p@dt+i[ yOdt (@)
Caso f seja continua por partes em [a,b] entdo

‘jb f @t <[] @)]ot.

Definicdo: Uma curva plana C={(x,y)eR2:x=(p(t),y=1//(t),te[a,b]}, com

2,0 continuas e |¢'(t)] +|w'(t)] = 0 em [a,b], ou um numero finito de tais curvas com os

extremos ligados (com excecdo do primeiro e do Ultimo) € denominada um caminho ou
contorno. Se C é fechada sem auto-interse¢do entdo C é um caminho fechado simples.

Definigdo: Dado um caminho C e dada f(2) continua por partes sobre C, isto é

f:[a,b] = C:trs f(z(t) = f(o(t) +iw (1))

é continua por partes. Entdo, a integral de caminho de f(2) sobre C é definida como uma
integral do tipo (1);

b b b i , .,
[f@dz=[ f®)dz®) = fe)Z®dt=] f(pt)+iy®)e'®)+iy't)d @
C
Definicao: Dada uma curva plana C seu comprimento é definido e denotado por

1C]=Jldz| = [} (0 + (ay)? = [ Jio' ) + (' @lt)” = [ o () +'(t) 7l

OBS: Se |f(z)|<M,vzeCe [C|=L,entdo

[, @)z < [ |f @)lz|= [ |f (@)|dz| <M | |ez| =ML m

OBS: Em termos das partes real e imaginaria de f(2) ,tem-se que
jc f(2)dz = jc [u(x, y)+iv(x, y)]d (X +iy) = jc [u+iv](dx +idy)
ou seja

jc f(2)dz = jc (udx —vdy) +i jc (vdx+udy)  (3)
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Exemplo: Vamos usar (2) para calcular a integral de f(2)=2 ao longo dos trés seguintes
caminhos;

onde ©=(0,0),A=(10),B=(0,r),C=(r) sendo r um real positivo qualquer. Tem-se que:

C, ={z(t) =x(t) +iy(t) =t +irt :0 <t <1}. De modo que,

[ f(2)dz=[ z(azt) = [ (C+ird(t+irt) = [ ¢ -irt)@+irdt = [ @+ r)tat
o 0 0 0 0

_14r?
2

c,mOAVAC ={z() =t:0<t <B{z(t) =1+irt:0<t <L} po 1040 que,

— — 1 11— . 1 1 s
jcz f(z)dz = jOAzdz + jAC zdz = jotdt+ jo (L+irt)d (L irt) =+ jo (L—irt)irdt
2
:1+Ilirdt+jlr2tdt:£+L+ir
2 o 0 2 2
CS:OBUBC:{z(t):irt:Ostsl}u{z(t):t+ir:Ostsl}'Demodoque,

[ f@dz=[ zdz+[ zdz={ irtd(irt)+ | (t+ird(t+ir)

L Cirtirdt + (M (t —i rr 1.
:J'O (—|rt)|rdt+j0 (t-irydt ="+ —ir

Vale apena observar que a fungéo f(2)=2 ndo é analitica em nenhum ponto.

Exemplo: Por outro lado, a integral da funcéo f(2)= Z a0 longo de qualquer caminho s
depende dos seus valores nas extremidades do caminho. De fato, seja C um caminho qualquer
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ligando o ponto z,ao ponto z,. Entdo, para qualquer representacdo paramétrica de C

={z(t):as<t< b}sempre setem z(a) =z, z(b) = z,. Sendo assim,

25 -1}
2

b , b 1d 2 1 ,b ;
[ f(2)dz = zdz=| 2(t)z'(t)ct :L{Ea[z(t)] Yt :E(z(t) ] ==

Observe que essa funcdo € analitica em todo plano complexo. Em particular se C for um
caminho fechado, entdo z, =z, . Neste caso,

Iczdz:O.

Definigdo: Dado o caminho C={Z(t) rast Sb},entéo 0 mesmo lugar geométrico do plano
apenas com o sentido de percurso (orientacdo) invertida é dado pelo caminho

—C={w=1z(-t):-b<t<-a}.

Propriedades:

(P1) jc[ogf(z)+g(z)]o|z=o¢jC f(z)dz+ jcg(z)dz NVaeC

P2 [ f(2)dz=] f(2)dz+ [ f(2)dz

GG, G G,

(P3) j f(z)dz:—j f (2)dz
OBS: (P3)
[ f@dz=]"f(z(-t)dz(-t) = " f (z(-1)z'(-t)(~dt) = [ fa@)z(@)dr =
=—[  t @)z (@)dr =-[_f(2)dz

Teorema de Green: Sejam P(x,¥),Q(x,Y) funcdes reais definidas numa regido simplesmente

conexa R < R?, com derivadas parciais de 1% ordem continuas em R. Entdo para qualquer
caminho fechado simples C contido em R, tem-se que

$Pdx+Qdy=[[ (Q,—P,)dxdy

int(C)uC

Teorema de Cauchy: Seja f(2) analitica no interior e sobre um caminho fechado simples C.
Entéo

q&c f(z)dz=0 (4
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OBS: Demonstragdo no caso em que se tem '(2) continua em mt(C)uC. Neste caso,

tomando P =% Q=Y optem-se pelo teorema de Green

gS(udx vy) = ] (—@—a—“)dxdy

int(C)uC

P=v,Q=u

Por outro lado, tomando , obtém-se que

gS(vdx+udy)— ﬁ (———)dd

int(C)uC

int(C)uC

Como f(2) é analitica em entdo satisfaz as equacdes de Cauchy-Riemann;

au:ﬂ , 8—u=—@ em int(C)uC

x oy oy ox

Portanto, utilizando (3) conclui-se que

gS f (2)dz :gS(udx—vdy)+id}(vdx+udy) =0.m

OBS: O teorema de Cauchy pode ser aplicado a regides com um nimero finito de “furos”
(multiplamente conexa). De fato, se a regido possuir n furos, sejam C,,C,,...,C caminhos

fechados com C; < int(C,),C; nC; =,i=1,...,n. Seja
R={zeC,uint(C,)):z¢int(C,),i=1...,n}

Tem-se que R ndo é simplesmente conexa, mas introduzindo-se cortes em R, obtem-se uma
regido simplesmente conexa. De fato, sejam os caminhos retilineos “pontes” P, ligando cada

C,a C,. Tem-se que a regido delimitada pelo caminho fechado simples
C=CURU(C)V(R)++RU(-C)U(-FR)
é uma regido simplesmente conexa. De modo que, pelo Teorema de Cauchy

gSf(z)dzzo
Ou seja
jc f(z)dz:zn: jc_ f(z)dz. m

Vejamos a demonstragéo no caso mais simples.
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Teorema: Seja | -R—™>C

C,,C, c D, caminhos fechados simples com C, c int(C,) . Entdo

analitica numa regido R com um apenas um “furo”. Sejam

95 f (z)dz :4; f (2)dz

G

L=

Prova:

Seja P um caminho “ponte” ligando C, a C,, tem-se que
qSC f(z)dz=0
Onde C=C, UP, U(-C,)U(—R). Pela propriedade (P2)
jco f(2)dz + -La f(2)dz + I—q f(2)dz + I—a f(z)dz=0
Por outro lado, por (P3) obtem-se
jco f(z)dz+_|.Pl f (z)dz —jcl f (z)dz _Ia f(z)dz=0

Logo

$ f(2)dz = f(2)dz

Co G

Este resultado facilita muito o célculo de integrais sobre caminhos fechados, pois sempre
poderemos integrar sobre o caminho fechado simples cuja parametrizacao é mais facil;

C,(2)) =0D,(z,) ={z e C:|z—2zo| =r}={z(0) =2, + re” : 0< O < 27}

Exemplo: A fungio f(z)=(z—2,) ¢ analitica em C—{z,}. Seja C um caminho fechado

simples envolvendo z,apenas uma vez no sentido positivo (anti-horéario). Calcule

dz
(j)c (Z - Zo) .
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Pelo resultado acima,

1 2z d 2n 'gdH
gsc(z_zo) 4)0(20,(2 5 _J- (z, +re) J- ire _'[ 40 =27

Exemplo: Seja C um caminho fechado simples envolvendo z; apenas uma vez no sentido
positivo (anti-horario). Calcule

<_|5 L ,n>2.
c(Z_Zo)n

Tem-se que

: ~d(z cire’do i
Sﬁcm cﬁc . (z-z) J~2 (zreql-g;e J~z |ren 4o _ :lj.oz o004

i |(sen(n-1)6 2”+i _cos(n-1)0 " o
St (- (n-1) | |

Conclusio:
Cﬁ dz |27 ,sen=1
¢(z-1z,)" 10 ,senx>2
é uma primitiva de f(Z)se

F'(z) = f(z)'

Definigao: Diz-se que © (2)

f:D—>C

Teorema: Seja analitica num dominio simplesmente conexo D. Dados z,,z€ D,

entdo uma primitiva de f(2) possui a seguinte estrutura
F(2)=[ f(o)do

Tem-se que a integral independe do caminho C ligando z,a z ,desde que C = D. A familia de

todas as primitivas de f(2) é dada por

F(z):LZD f(w)dw+c
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Onde ceC é uma constante arbitraria. De modo que, continua valendo o Teorema
Fundamental do Célculo:

[*f(@)dz=F(z)-F(z,)

Prova da independéncia do caminho:

Dados z,,z € D sejam C,,C, < D dois caminhos ligando z,a z com int(-C, uC,) = D

Pelo Teorema de Cauchy, 95 f(z)dz =0.

-GG,

Pelas propriedades (P2) e (P3)

$ f(2)dz= J._le(z)dz+ L f(z)dz:—jq f(2)dz + jc f (2)dz

-GG,

De modo que,

jq f(z)dz = L f(z)dz m

2+2i 2
Exemplo: Calcular j z°dz;

(i) Sobre C, ={(t,t*):1<t<2}.

(i) Sobre C, ={(t,3t—2):1<t<2}.

Tem-se que

(i)
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[ 2%z =] (x(®) +iy(®)d (x(O) +iy@®) = | t+it)d(t+it?)
= [t viat)riztydt = [ [0 ~t* -4t +i(2t° - 215+ 26t

(2502 4 (2003 5
= [, (@ —5t"ydt+i] (4t —2t°)dt

2 2 2 2

t® ol N t® 7 . 1

=—| =5 +i[4—| —=2—| =(=)=(2° =D +i[(2* -1 -=(2° -1
3, "5 [41 6, (3) ( )+i[( ) 3( )]
7 86

7 o 63, 86
=3 31+i(15 3) 3 i6

(i)

[ 22dz=[ (t+i@t-2)d(t+i(3t-2) = [ (t+i@t-2) (L+i3)dt

_ f[tz —(3t—2)2 +i2(3t? — 2t)](1+i3)dlt

jlz{(—8t2 +12t —4) —6(3t* — 2t) +i[3(—8t* +12t —4) + (6t> — 4t)]}dt

2 212 312 312 2 212

t2[*

3 2? 3
_ gl 4ot —4t|f—18t— FEP L TP VLN R T —12t|f+6t— L
3, 2|, 3 2|, 3 72|, 3, 2|,
:—8(2)+6(3)—4—18(£)+6(3)+i[—8(7)+18(3)—12+2(7)—2(3)]
7 . 86 .
:—26(§)+32+|[—56+54—12+14—6]:—?—|6
2 3 ' 2
Por outro lado, como f(z)=z é analitica em C e como F(z)=% satisfaz F(z)=1 :
entdo, pelo TFC
2+i4 . . .3 .3 86 .
[ 22dz=F@+i4)-F(+i)=1(2+i4)° ~1 (L+i) =-— -6
OBS:
(2+i4)° =(2+i4)*(2+i4) = (12 +i16)(2 +i4) = (24— 64 —i16) = -88—i16
@+i)% = (L+i)2(L+i) = (D) (L+i) = —2+i2 =

Outras consequéncias do Teorema de Cauchy é que as funcOGes analiticas possuem a
“propriedade da média”, possuem derivada de qualquer ordem que também satisfazem a
propriedade da média e sdo fungdes analiticas.
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Teorema: (Férmula integral de Cauchy)

Hipoteses: (H1) f(2) analitica em um dominio simplesmente conexo D.

(H2) C caminho fechado contido em D.
(H3) z, €int(C) .
Tese: (T1)

_1 @ |,
f(z,) = qS(Z ZO)

(T2)

(n) n! f(z)
)= <j3(z zo)”+1dz vn>1

Prova: (T1) Tem-se que

f(2)=1(2)— 1 () + f(2)

Logo

1 f(Z) 1 f(Z)—f(Zo) f(zo) 1 f(2)-f(z)

27zi<~([>(z Zo) zmqs (z-12,) 27zlq.>z—zo) 27zi<-[> (-2) dz+ f(z,)
f(2)

Agora como (z-1,) é analitica em D_{Zo}, entdo tomando um ' > Osuficientemente

pequeno de modo que se tenha C (z)={zeC: |Z_Z°| =ry<in(C) ,obtem-se que

1 gsf(z) f(2) 4, _ 1 4-) f@)-1z)
27i

(z—12,) 27 el (27Z)

Como f(2) ¢ analitica em Zoentdo é continua ZO, logo dado ¢ >Opodemos obter um
0>0

5=5(6.2) g1 que, |T@— @) <e |2-2|

sempre que 5. Tomando 0<r<9d,
entéo |f(z)— f(z,)| <&, VzeC,(2,)

. De modo que,
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Log @=L ¢ f@-Ta)y, 1 g LQERICY/
27 (2-12,) 27 oyl (2-12,) 27 ¢ 1oy |2—2,|
<% & ldz|=
_27zrcr<-(‘-zo)| 7|=e
Fazendo € =0 obtém-se que
1 f(Z)—f(Zo)dzzo

2ri ¢ty (2-2p)
OBS: A importancia das formulas integrais de Cauchy, ndo consiste na determinacéo
de valores de uma funcdo analitica a partir do calculo de integrais, mas sim em utilizar

os valores de f(Z)e de suas derivadas para calcular integrais. H

C={zeC:[ =l}e seja N€Z_ Calcule a familia de integrais

(ﬁCOSZ dz

n+1
c Z

Exemplo: Seja

Tem-se que COSZ¢ analitica em C. Por outro lado, se N<—1=>N+1=-M<0 en5o

<j§coszdz=<f>zmcoszdz=0
C

n+1
A

. m , . P ,
Pois Z" COSZ¢ analiticaem Cse M20 ge N20 podemos utilizar as férmulas
integrais de Cauchy para obter que

ol gt 0 ,n=2k+1
gSC()ns+1de: a4 ~C0SZ | =1(-D*, . k>0
2z n! { dz o 271 ,n=2k

: (2k)!

Exemplo: Seja C um caminho fechado qualquer incluindo os pontos L=hz=-1

Calcule a integral

z

e
CJSzz+1dz

Cc

Tem-se que

1 _l{i_i}
22+1 2ilz-i z+i
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Logo,

/ 1[, e 2
c'fzzeﬂdz:EhSeld ¢z+| } m(e—e )=2msen1

Exemplo: Calcule

log(z® +2
0z +2),
i (82— 2)?

2
Tem-se que qualquer ramo de log(z” +2) s0 ndo é analitico ao longo das retas verticais:
Liz=iN2+re™ =i(N2+r),r,:z=—iV2 +re®2 =—i(J2+r),r >0, que estio no

exterior de |z|=1. Logo,

) .
log(z +22) dz = CJS log(z® +2) 4z = 27i d (Iog(z )] _2/3:@( 222 }
1 @22 1,9z (2/3)) 9 dz =23 9 (2242,

27 4/3
9 ((2/3)7%+2
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Séries de Taylor:

As funcdes analiticas podem ser caracterizadas como fungdes que podem ser desenvolvidas em
séries de poténcias.

Teorema: Toda série de poténcias

Y a(z-z,)"
n=0

Representa uma funcdo analitica f(z) no seu disco de convergéncia |z—zo| <r. Ela pode ser

derivada termo a termo qualquer nimero de vezes e as séries assim obtidas possuem 0 mesmo
raio de convergéncia e representam as respectivas derivadas de f(z). Obtem-se entdo que

(n)
a'0: f(ZO) ’a‘n :%uvnzj--

Teorema: Seja f(z) uma funcdo analitica num dominio D, zoeD e r >0 tal que o disco
D, (z,): |z - zo| <r esta contido em D. Entéo, neste disco f(z) pode ser desenvolvida em série

de poténcias de (z-z,), denominada Série de Taylor de f(z) relativa ao ponto z,, dada por
= f(z
f(Z) Z ( 0) Zo)n
n=0 -
O caso z,=0 ¢é conhecido como série de MacLaurin.

Pela Formula Integral de Cauchy tem-se que

fP() 1 f(2)
- dz,vC = D, (z,) .
n! 27ri95c<z—z0)n+l Ve <Dbi(z)

f(z)=¢’

Exemplo: Obter a série de Taylor de em z,=0.

’ A
Conforme sabemos f(z)é analitica em todo C e tem-se que f(z)=¢ logo

(n) _ @l
f(z) =e%,vn 21. De modo que, sua série d Taylor em z, =0 (série de MacLaurin) é

D S

n=0 n:

f(z)=e”

Exemplo: Obter a série de Taylor de em z,=0.
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Tem-se que
f'(z) =228 = £"(2) =2e* +(22)%e" = f"(z) =2%ze* +2%ze* +(22)%¢" =

— f@(z)=2%" +2°72%% +2%e7 +2'2%" +3.2%2%" +- =
f (2n+1) (0) — 0

) 0 f (2n) (0) 0 ZZn
z° 2n _
Logo e = nz_o (2n)! z nE_O —n! ,|Z| < 00,

Exemplo: Obter as séries de Taylor de coszesenzem z,=0

Tem-se que cos z e sen z sdo analiticasem C com
+0
n
f(2)= 2 a,(z2-2)
n=—o0

c0s z = cosh y.cos X —isenh y.sen x e sen z = cosh y.sen X +isenh y.cos X
Entéo

(cosz)'=u, +iv, =—cosh y.sen x—isenh y.cos X =—sen z

(senz)’=v, +i(-u,) = cosh y.cos x—isenh y.sen x = cos z

De modo que,
—1)* =2k -1)*,n=2k
(-Dsenz ,n=2k+1 =0 10 ,n=2k+1
~1)¥ =2k 0 ,n=2k
(senz)® = ( )ksen o= o0 (senz)”]| = )
(-D*cosz,n=2k +1 =0 (=D ,n=2k+1
Logo, para
ZZk Z2k+l

cosz= ~ (-1)"

e senz=> " (-1

(2K)! (2k +1)!
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Generalizagdo da Série de Taylor:

Se f(z) é analitica em A{Z 0<r < |z — ZO| <T, ela pode ser representada pela Série de Laurent

.

em

f(2)=> a,z-2,)

N=—o0

onde para todo caminho fechado anti-horario Cc Ar? tem-se que

1 @,
& ¢C(Z—Zo)n+1dz ,n=0,11+2,---

B 27i

Tem-se que

f@)= -2 1 Ya(z-z)

= (z—-2z,)"

v o
parte principal parte analitica

OBS: A parte analitica é uma func&o analitica em |z —z,| <,

A parte singular é uma funcéo analiticaem |z —z,|>r,. W
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Pontos Singulares e Residuos:

Definicdo: Um ponto singular de f(z) é um ponto z, no qual f(z) ndo é analitica. Se existe uma
vizinhanca de z, aonde f(z) deixa de ser analitica apenas no ponto z, entdo z, € um ponto
singular isolado.

Propriedade: Se z, € um ponto singular isolado de uma funcéo analitica f(z) entdo existe ro >0
tal que

0

f(z>=2(z"‘;“n

+§:an(z—zo)” ,0<|z—1zy|<r,
n=1 _Zo) n=0

1 . . . : .
Exemplo: f(z)=— 1 z, =1,z, =—1 como pontos singulares isolados.
Z°+

Definigdo: Um ponto singular isolado z,é um pélo de ordem m de f(z) se
a,=0 e a, =0,vn>m.
Um polo de ordem 1 é denominado polo simples.

OBS: Se z,é um pdlo simples entdo, existe ry > 0 tal que;

f(2) =

( ~7) +Za(z z,)" 0<|z-72)|<r, a,#0. ®
0

Definicdo: Um ponto singular isolado z, é uma singularidade essencial ou po6lo de ordem
infinita de f(z) quando a parte principal de f(z) possui um namero infinito de termos.

Exemplo: A origem z, = 0 é uma singularidade essencial da fungéo

L @2 111 1
f(z)=e _;—! _l+z+2!22+3!23+ ot Jz|>0.

Exemplo: A origem z, =0 é um p6lo de 22 ordem da funcéo

© (_1\ 2 4 2
z z° 45 (2n)! z 2! 41 z© 2! 41
Exemplo: A seguinte fun¢do ndo € analitica na origem
3 5 2 4
senz _ Z (D" o _1f, 22 20 S 2Ty <w
(2n+1)' z 3! 5l 3! 5l

Entretanto, conforme se vé, a origem é uma falsa singularidade e pode-se definir o valor da
fungdo em z, = 0 como sendo 1.Neste caso, diz-se que a origem é uma singularidade
removivel.
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OBS: Se f (z) possui um polo de ordem m em zq, entéo

f(z)—(Z Zo) (z—_lzo)+nz(;a (z2=12,)" ,0<|z—12,|<r

com a.,#0. Logo,
P(z) =(z—12,)" f(2) ,0<|z—7|<r

possui zo como singularidade removivel e portanto pode ser estendida analiticamente a z,
definindo-se :

p(z,)=a,

Por outro lado,

p(z)=a ,+a gy (2-20)++a,(2-2)"" +Zan(z—zo)" Jz—zo| <.
n=0

De modo que,

a_1 (m_l)( 0) I|m (D(mil)(z) .
(m-1)! >z (m-1)! u

Definigdo: O coeficiente a; na expansdo de Laurent de f (z) é denominado residuo de f(z) no
ponto singular isolado z,. (Notag&o: Res(f (z); zo))

150 1 2 | J

Exemplo: Res(©'%0)=1.

OBS: Conforme vimos se f(z) possui pélo de ordem m em z, entdo

f(z)—(Z Zo) (z—_lzo)+nz(;a (z2=12,)" ,0<|z—17,|<r

Integrando sobre uma curva fechada CcD(f ) e usando que

q‘) dz :{ 0,-m¢1 )

C(z-z,)" |27i, m=1

Obtem-se que
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C C ( _Zo) c (Z_Zo) n=0
=a  27ri
(*): Seja r, > 0 tq. D(zo)cC:><_|5 _d
) 220l (2 - 25)"

Em |z—zo|=r1,z—z =re' O<¢9<27z:>z:zo+r1e“9:>dz:irle‘9d0

27 |re i por
= déo= e't™oqQ =
qs\z Zo]=n (Z—Z )" J. (re'g) rlm’l '[0

W(cos(l— m)d +isen(l-m)d]." ,m =1
= - 1

IOZ”idH:Zﬁi,mzl

Teorema dos Residuos:
Hip: f (z) analitica dentro e sobre um caminho fechado C, exceto em nimero finito de
polos zy, ..., Z.
Tese:
gS f(z)dz = ZEiZk:Res(f (2);z;)
C =1

Exemplo: Seja C um caminho fechado com +xi € int (C). Calcule

-z

4‘) €
¢z’ +n°

Pontos singulares; polos de 12 ordem em z,= 7i , Z,= -7i .

dz

Residuos: em z;;
@(z)=(z-in)f(2) =
Em z,;

0(2) = (2+i7)f(2) = (Ze_i”) —a, =p(-ir)= _ezﬂi =%:> Res(f (2):—iz) = ——

-7

plir) " i }
im0 zm 2e et =

7Z

QJSC . ~dz = 27i[Res(f (2);ix) + Res(f (z);—iz)]=2xi [éﬂ—i)}:

Se £ni ¢ int (C), entdo f (z) é analitica em int (C). De modo que,

dz=0

o
cz’+7°
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