Formula Complexa de Inversédo

Agora possuimos o ferramental matematico necessario para obtermos a inversdo efetiva da
transformada de Laplace. A inversdo é obtida atraves da Formula Integral de Bromwich.

Definicéo: Se F(s) = ~[f (1)](s), entdo

Y+

f(t)=ﬁy_i:e“|:(z)dz V>0

OBS: Tem-se que
F(s)= j: e f (t)dt.

“Complexificando” a variavel independente, ou seja, fazendo s = z = x+iy, obtem-se que
F(z) = j:e*”iy)t f(t)dt = jo“’ (e cos yt —ie ™ sen yt) f (t)dt

= j: f (t)e™ cos ytdt —i jO“ f (t)e ™ sen ytdt
=u(x, y)+iv(x,y)

Como f € /" entdo 3C > 0,30 € R1Q.

‘ .[: f (t)e™ cos ytdt

< Cjwe“x‘“)tdt < C VX > a.

|f(t)<Ce”,Vt>0= .
UO f (t)e™ sen ytdt‘ X-a

Logo, u e v estdo bem definidos na faixa Re(z) > . Por outro lado, usando Leibniz
wxy) =2 j " £ (t)e™ cos ytdt = j " _tf (t)e™ cos ytdt
ox Jo 0
0 (xy) =2 j " £ (t)e™ cos ytdt = Iw—tf (t)e ™ sen ytdt
yR oy Jo 0
v (X, y)= ir f (t)e ™ sen ytdt = Jm—tf (t)e ™ sen ytdt
ox Jo 0

_i _ * —xt _ * —xt
vy(x,y)_ay( L f(t)e senytdt)_ IO tf (t)e ™ cos ytdt

De modo que, uy,Uy,Vy € vy sdo continuas em Ja,o[xR e satisfazem as equagdes de Cauchy-

Riemann. Portanto, F(z) é analiticaem Re(z) >a. |
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(FI) é o método direto para obtencdo de ~ *[F(2)](t). A integragéo é efetuada ao longo da reta
Re(z) =, onde v é tal que as singularidades de F(z) estdo a esquerda de Re(z) = .

% Z=.}-" +I_}’

Origem da Formula (F1): Trata-se de uma generalizagdo da Formula Integral de Cauchy para
retas Re(z) = y no caso em elas séo a fronteira do semi-plano aonde f (z) é analitica. Para isso

necessitaremos ter alguma informacéo sobre o comportamento de f (z) para | z | arbitrariamente
grande.

Definicao: f (2) é de ordem z* quando | z |0, se 3M, ro > 0 tais que;
|f(z)] <M |z|k ,se |z >,

Notagc&o: f (z) = O(z").

Teorema: (Integral Imprépria de Cauchy)

Hip: f (z) analitica sobre o semi-plano Re(z)>ye f (z) = O(z %), k> 0.
Tese: Se Re(zy) > v, entdo

e 1(2) _fr+iy) 4
f(ZO) 2m ymioo (Z—ZO) o Zﬁjm (]/—}-Iy ZO)

De modo que, se F(z) é analiticaem Re(z)>v, F(z) = O(z ), k>0, | z| >> 1, tem-se que

F(w)= z.J‘W_iwﬂdZ Ve C,Re(w) > y.
7 e (0—17)

Prova:

Seja Cro arco: x>y docirculo|z| =R, onde R > |y] e R > | z,|. De modo que, zy € int(CRU{Xx =
7}). Definindo B=(R* —y*)"? tem-se, pela Férmula Integral de Cauchy, que
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¥+if /’ff# R-Iz)
R

|Z-Z,|

":," a

':r-i.ﬁ\ c,

y+ip

y-ip
f@)=% ¢ @) dz=ﬁ[ M@ g, [ 1@ dszﬁ[ '@ g [ 1@

Cru{x=r} (z-2) Cq (2-12) 7+ip (2-7) Cr (z-12) 7-ip (z-2y)

Quando zeCg tem-se que ; |z —zo | >R-6 zo 6e como [f (z)|<Mz|™, entdo se | z | = R, R
suficientemente grande (R >> 1), obtem-se que

f(2)

z-1,

SW|Z—z |S?(R—|z |) ,5€ R > rq,p/algum ro >> 1.
0 0

Os integrandos em f (zo) na expressdo acima sdo continuos. O comprimento de Cg € menor que
2nR. Portanto, como

¢ M) < 2R=—2M g
d(z-1,) R“(R—|z,) R“(1-|z|/R)

c_]S f (2)dz

C

<§|f (2)fjdz| <ML =
C

Quando R —oo, pois k > 0. Além disso, como R*=p*+y* a integral tb. converge para 0 quando
[3—+o. De modo que, tomando o limite —+oo obtem-se que

r+ip H +o0 i
()= tim [ B g gim [* LW g L TGN
pon 3 (2-12,) poed-p (y +iy—2,) 27i d== (y +iy —1,)

Entéo, procedendo formalmente, obtem-se que

f)= 7 FEI0 = 7 Ik L“:’%dz](t) = j:: F(z) ‘Té](t)dz
=L 7jiw F(z)e"dz

Contorno de Bromwich: Na prética a integral em (FI) é transformada numa integral de
contorno
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f (1) =2+ﬂ<j>eﬂ|:(z)dz

Cg

onde Cg=7"U{RRe z = y}€ o contorno de Bromwich;

T Y+HT

y=il

i

12

Tem-se que T =(R? —y?)"? donde T—w se sé se R—w, donde

+iT
f)=limi [ e*F(2)dz=lim (%(ﬁ e"F(2)dz —%j eZ‘F(z)dzj
R—w y—iT R—o Cs r
OBS: Condicao suficiente para que a integral sobre 7 convirja para zero quando R—co:

F(z)=0(z") )

para algum k > 0. Esta condigdo sempre ocorre quando, por exemplo, F(z)=p(z)/q(z), parap e q
polindmios com grau(p) < grau(q).
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Aplicacéo do teorema dos Residuos & Inversdo da Transformada de Laplace:

Se as singularidades de F(z) sdo polos (ordem finita) a esquerda de uma reta Re(z)= e, além
disso, tivermos

_[ e“F(z)dz -0, gdo.R — +w
r
no contorno de Bromwich, entdo
f(t)=) Res(e"F(2):z,) .z, = polode F(2).
k

Exemplo: Calcule

a1

7 —]@t) ,aeR.

s—a

Tem-se que F(s) = p(s)/q(s) com a poélo simples e grau(p)=0 < 1=grau(q). Entdo F atende a
condicdo suficiente (CS), donde

7t zt
at

‘a)=a, =p(a) =lim(z—a)—— =e™.
Z—a Z—a

7 fl[i](t):Res( €
s—a z-a

Exemplo: Calcule

1

S
(s+1)(s-2)

1®).

Tem-se que F atende (CS), donde

L= Res(—-

S — 1z
(s+1)(s-2) - (z+D)(z-2)

)

Polos de e” F(2):

€ €

z, =—1(ordem1) = Res(e"F(z):-1)=a , = !Lrpl(z +1) m =5

ezt ]
(z+1)(z-2)?
e doet oL etz et |t 1y
=lim—(—) Ilm{—(zﬂ)2 }—(3 9)e

z, =2 (ordem 2) = Res(e"F(z):2)=a, = lim %[(z -2)?

-2z z+1 T 52

Assim,
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1 e

2 [m](t) =(t —%)?-

S

(CERC

Exemplo: Calcule ~ [

7t

VA

Polos de —
(z+D°(z-2)

2 zt

e

z, =-1(ordem 3) = Res(e”F(z):-1) = !Lr[]l%?[(z _1)2] —a, =
_Liim i[(1+tz)e“(z —1)? —ze"2(z —1)] _Liim i[(lthz)e“(z2 —27+1)—e"(22%*-22)
21510z (z-1)* 2151z (z-1)*
_Liim i[(z3 —27° + 7)te™ +e”(1- 22)] _
21z (z-1)*
_ 1lim [(2+zt)(z-D)*te™ —2ze™](z-1)* —e™[(1- 2%) +tz(z-1)*]4(z-1)° | _
250 (z-1)° B
C1([(2-t)ate™ +2e7]2° —e ' [At]A(-2°) | _ 1 2°(-t)te™ + 2% —2"te”"
2 28 2 28

+
2° 2> 2

1{(2-tte" e' te') te' te' e' te' 1 t*,
EIra T 7 e

7t

? +tze™)(z+1)° -3z (z +1)2] B

2, —1(ordem2) = Re s(e*F (2) 1) = lim - 2] = lim[ 8 i
21 (z+1)

10z (z+1)°

2°(L+t)e' =3.2%"  (L+1) 3 e'
= 5 =" et—2—4et:(2t—1)2—4.

De modo que,

S

-1 _i 1_ 2\t i _1\at
o [—(s+1)3(s—1)2](t)_23(2 e+ (2t -De'

Exemplo: Calcule

7 [W](t).

OBS:

1 1
(s2+1)?%  (s+i)%(s—i)?
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7t

e

Polosde ———:
(z+1)(z-1)
2 =i (ordem2) = Res(F(2): —i) = lim S [&" 7= fimte (2= ~2e"(z-1),
1 TSN iy e (z-i)°
_ pta-it it
ZL“ez—f‘de:—t(cost—isent)+i(cost—isent):(—tcost+sent)+i(cost+tsent)
zt zt H 2_ 7t .
2, =i (ordem2) = Res(e*F (2) i) = lim -0 ] = lim[ (21"~ 2¢7(2 1),
=i dz "(z+1) 2 (z+1)
et gipit _
=w=Zl[t(cost+isent)+i(cost+isent)]:Il[(tcost—sent)+i(tsent+cost)]
Logo,
1 1
7 ——=](t) = =[sent —t cost].
e OB ]

Funcdes Plurivocas e Pontos de Ramificagdes:

Dado z#0, a funcdo
f(z)=\/_=\/ﬂ(cos§+isen§) ,0=Argz

associa a cada z dois valores distintos @, @, ;

2] =M(COS§+isen 9 o,= M[cos(%wr)ﬂsen(%wr)]

De modo que, vz ndo é uma fungéo univoca (ou seja, univalente). Ela é uma fungio multivoca a
dois valores (bivalente).
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- el N
/ JZ g N\
Y, >z
= <Rz
—_— \"\
plano z plano w

Definicdo: Um ramo de uma fungdo multivalente f é uma funcdo univalente que é analitica em
alguma regido e cujos valores em cada ponto dessa regido coincidem com os valores de f.

Exemplo: A fungéo

f,(2)=\[4(cos¢ +isen?) —z<@<zx

_ iz .
& um ramo da fungao ' (2) :‘ﬁ. A regido de analiticidade de f, ¢ CHz=re":r>0;

Tem-se que no eixo-real negativo ]=eo, 0[, f, nem sequer é continua uma vez que ;
se o> = f(2)>iNr ese, 6 >—z" = f,(z) >—ir ,Vz=re".
De modo que,

Alim f,(p) ,Vp<O.
-p

_ iz .
Definigéo: O eixo-real negativo {z=rev:r> O}é denominado um corte da ramificagdo de
f(z)=vz e a origem é um ponto de ramificacéo de f(z)=vz.

_ iz .
OBS: Todo os pontos do semi-eixo {z=re":r>0}
sdo pontos singulares ndo sdo isolados.

sdo pontos singulares de vz , e portanto

A funcéo
t,(2) = |7 (cosg+isen?) 7 <f<3x|z/>0

é um segundo ramo de v/z . Tem-se que, voel-z x| :
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f,(2) = \/M(cos(E’+—227[)+ isen @J = Jlz|(cos(§+ z) +isen(§ + 7))
= \/ﬂ(—cos%—iseng) =-f,(2)
Na verdade, existe um namero infinito (enumeravel) de ramos dados por
foa(2)=\l7] (cosg +isen?) ,(2k-Dz <0< (2k+D7k €

_ ig .
OBS: Pode-se usar qualquer outra semi-reta 1z=re”:r>0}

caso, 0s ramos podem ser dados por

como corte de ramificacdo. Neste

fa(@) =\l7] (cosg +isen?) ,(2k-Dz+p<O<(k+Dr+pk e
Vamos relembrar a seguinte
Definigdo: Vz # 0,0 k-ésimo ramo da funcéo logaritmo de z é dado por
log, z=log|z|+iargz ,(2k-D)z <argz<(2k+1)z.

A funcéo valor principal de log z é dado por

Logz = log|z|+i Arg z
onde Arg z é o argumento principal de

20— <Argz<rx

OBS:
log z =log(re'’) =log r +log(e"’) = log r +ié.

Definigdo: A fungdo multivalente Logaritmo de um namero complexo z é uma familia infinita
enumeravel de fun¢Bes dada por todos 0s ramos;

Logz={log, z:k e Z}={log|z|+iarg z+i2kr : k € Z}.
Propriedades:

_ ir .
(P1) L0g7 ¢ gescontinua sobre o corte {z=re":r> 0},

Vze{z=re" :r >0}

(P2) Logz 4 snaitica e dilogk Z= E,Vk e Z.
z z

(P3) Um ramo difere de qualquer outro por um mdltiplo inteiro de 2i.
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Com isto podemos definir a seguinte funcio que esclarecera porque a funcio v/z ndo pode ser
definidaem z=0.

Yz # O,Va)e C, defini

Definicéo: -se a funcdo Z“ como sendo a colecio infinita enumerével

de todos os ramos

(z°), 2" 2k -Drz<argz < (2k +1) 7,k € Z.

O valor principal de Z” é dado pela fungao

wlogz

2 =e Z#0

Propriedades: Va,,®, € C e um particular ramo log, z;

(P1) Z“ é analitica onde log, z é analitica.
d

(P2) —z° = Wz,
dz

(P3) z*™ ™ =z"7".

(P4) (2,2,)" =2,2,”?™ pl algum Kk € Z.

(P5) z7° :i(.

Aplicacéao ao calculo de integrais:
Exemplo: Calcule a familia de integrais improprias

NG
dx ,0<p<Ll
1+X

IO

Complexificando o integrando obtem-se a fungéo

2"t 1
1+z (1+2)z"*

f(2)=

0<1-p<Ll.

_ 27 .
Entdo, sobre 0 semi-eixo {z=re™:r>0}

75P _ g-P)logz _ e(l—p)[|09\2\+i2k7f] _ e(l—P)|09\Z\ei(1*P)2kﬂ’ k=04+142,---

De modo que, Z =0¢é ponto de ramificagdo. Tomando como corte de ramificagdo o semi-eixo

_ vp27io.
{z=re™ir> 0}e integrando f (z) sobre o seguinte contorno fechado
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C

R
-
A B

=-1eint(C)

Tem-se que o integrando possui um poélo simples em z com

p-1
+1)

Aplicando o Teorema dos Residuos, obtem-se que

Res(f (2):-1) = lim(z+1) (z (1) = ()P = P s

yAd .
@ dz = 27ie' P V7,
c1+z

Por outro lado, tem-se que

p-1 p-1 p-1 p-1

p-1
bl ], L] L] e

X ,sobre AB
xe?™ sobre CD

e?™ :r >0}

OBS: Sobre {z=r tem-se que, Z = xe'*%” :{

Sendo assim, obtem-se que

R xP L 2z (Rel?)P? r (ya27iyp-1 0 0 p-1
I X gxi [T RED)ipevgg de+] —( )" iredo = 27ie>
rl+X o 1+Re" R 1+ xe™ 2z 1+ re"

OBS:
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(R eiﬂ)(p—l)iReia| ~ ‘e(p—l)logRH(pfl)HHiReie‘ B elogR“”” ei(p—l)a‘R‘ieiy‘ < RP ) R?
1+R e’ | [1+Re”| [1+Re”| “|Re”|-1 R-17
s% ,para R> , VM >1.
R™P _
|
Como se tem
0 i0\p-1:,.4i0 ipd ) )
(e )" _ire” a0 = pj -d0 ;onde [L+re”| =[1—(-re")| 21-r,ser <1.
2z l+re 2zl+re
Entéo
o 10\ p-1: D Aif o
(Re)—l-RedH SI M_ d¢9:27[1v| — 0,qdo. R — +oo.
o 1+Re" o RYP RLP
e

—do < —— —>2x,qdo.r »>0".
o fl+re’| " 1-rdo 1-r

ipo ‘

27 2z 2r
I ie i€d9<J 1 < 1 40 = 27
o 1+re

0 iniPd
J- ie _ de‘ _
2rl+re

r-0,R—+w

De modo que, passando os limites , Obtém-se que

© Xpil 0 eZ;zi(p—l)Xp—l . o
J dx+ | ————dx =27ie®™
0 1+Xx o 1+X
Ou seja
- o xP . - xPt 27ie" (P 27i
i2z(p-1) _ iz(p-1) _ _
@d-e ) J —dx =2rxie = dx = TN = e D
0 1+X 0 1+X a-e ) e —e
J'°° xPt dx — 2ri 3 27i oz .
01+x  e"eP—e "™ P 4e"® senzp
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