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(1) Descreva o elemento neutro de cada espago vetorial a seguir e diga qual a
dimensdo dos mesmos.

(a) V =10
(b) R", com neN;
(c) Mimxn(R), com mneN;;
(d)C=3a+bi/abeR,i?=~1}; ( Os conhecidos Complexos )
(e) H=3a+bi+c+dk/i>=j2=k?=ijk=—1;a,b,c,deR} ( Os conhecidos Quatémnions )
(f) LIR™R") = :R">R"/mneN e f é linear } ;
(g) LIR™RMRP) =§g:R"xR" > RP/mnpeN e g é bilinear } ;
(9) S:={yeC*(R)/y" +y =04;
(h) K =4(x1,x2,...,%x,) € R"/ Fixados ay,ay,..., a, € R, com algum deles ndo-nulo
e ajx; +agxy+... +apx, =0} ( Chamado Hiperplano de R" )

(2) Sejam x,y € R" ndo-nulos. Se todo z que seja ortogonal a x, também for
ortogonal a y, prove que x e y sdo multiplos um do outro.

+
(3) Se ||x|| = |lyll, prove que % é ortogonal a y—x. (A mediana de um

triangulo isésceles € também altura.)

(4) Sejam u,veR". O segmento de reta de extremidades u,v &, por defini¢do, o
conjunto
[uv]=3(1 —Hu+1tv,te0, 1]}.

Um conjunto X < R" chama-se convexo quando [u,v] € X para todo

uveX.

(a) Prove que o conjunto B|x;r] = {x € R"/||x|| < r}, (Bola fechada de
centro em x e raio r >0) é um conjunto convexo em R". (Divirta-se
fazendo x =0, r=1 e desenhando tal conjunto considerando em R?,
respectivamente, as normas do maximo ||-||,,, Euclidiana ||-||2 e da soma
1-111)-

(b) Mostre que se a€R" e E é um subespago vetorial convexo de R”", a
Variedade Afim a+E ={a+ x/xe€E} é um conjunto convexo.

(c) Mostre que a intersec¢do entre conjuntos convexos € convexo.

(d) Mostre que o produto cartesiano entre conjuntos convexos € convexo.

(e) Verifique que fixados os niimeros reais a,b e ¢, o conjunto §(x,y) € R?/ax + by < c}
é convexo em RZ. Desenhe-o, para a=b=c=1;

(f) De um exemplo de um conjunto ndo convexo em R™,n>3.

(5) Mostre que a norma da soma e do maximo ndo provém de um produto
interno.

(6) Prove que para x,y € R", entdo | <x,y >| <|[|x||-|lyll, valendo a igualdade se,
e somente se, um dos vetores € multiplo do outro.
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Se a norma provém de um produto interno, prove que se u,v € R" sdo tais
que [lu+v||=]lul] +]|lv||, entdo existe o >0 tal que u=av.

Se a norma provém de um produto interno e x,y € R", tais que ||x||=|ly|| =r.
Prove que se t€(0, 1), entdo ||ty + (] —t)x|| <r. Conclua que a esfera S(O,r)
ndo contém segmentos de reta.

Prove que um funcional linear f € (R™)* ou € identicamente nulo ou é sobre-
jetivo.

Seja E = L(R™ R™RP). Mostre que E € um espago vetorial de dimensdo de
(m+n)p.

Considere E = L(R",R™R). Estabelega um isomorfismo entre E e o espago
vetorial das matrizes My(R). Defina uma fungdo bilinear simétrica e mostre
que tal isomorfismo leva fungBes bilineares simétricas em matrizes simétricas.
Mostre que a matriz correspondente a fungdo bilinear @ € invertivel se, e
somente se, @ € ndo-degenerada (isto é se ¢(x,y) = O, para todo y € R"
implicar em x = 0).

Bom Descanso!



