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(1) Escreva a maior lista de contra-exemplos que voce consiga. Troque idéias
com seus colegas.

(2) Seja n>1. Independente da norma || - ||, adotada em R", a esfera
shi=fxe R/ ||x|]| = 1}
€ um conjunto infinito.

(3) (Conjuntos Convexos) Sejam X c R™ e Y c R". Os conjuntos X e Y sdo
convexos se, e somente se, X xY c R™™" for convexo. A intersec¢do de uma
familia arbitraria de conjuntos convexos € um conjunto convexo e o fecho de
um conjunto convexo € um conjunto convexo.

(4) t (Envoltéria Convexa). Seja X < R". A Envoltdria Convexa de X é a
intersecgdo C(X) de todos os subconjuntos convexos de R" que contém X.
Prove que

k k
CX) = g ZaiXi/XiEX; a; > 0; Za":] g
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(5) A unido de uma familia arbitraria de conjuntos conexos com um ponto em
comum € um conjunto conexo.

(6) Sejam f:R™—> R" uma aplicagdo continua e X c R™ um conjunto fechado e
limitado. A imagem de X por f € um conjunto fechado e limitado.

(7) Seja f: X > Y um homeomorfismo. Um conjunto Ac X ¢é aberto em X se,
e somente, se a imagem de A por f é aberta em Y.

(8) T O conjunto das aplicagdes lineares injetivas € aberto em L(R™R"), assim
como o conjunto das aplicagdes lineares sobrejetivas. Em todo conjunto aberto
ndo vazio 0 de L(R™R"), existe uma aplicacdo linear injetiva (se m<n) ou
sobrejetiva (se m=>n).

(9) T Dada uma aplicagdo linear A: R™ > R", e fixadas as normas em R™ e
R", a imagem por A da esfera unitaria S™' é um conjunto limitado em R™.
Utilizando, para cada A e L(R™R"), ||A|| = sup§||Ax|;x € S™ '}, a aplicagdo
A~ ||A|| € uma norma no espago vetorial L(R™;R").

Temos ainda:
1A < 1Al {111,
para todo AeL(R™R") e
IIABI < [IAILIBII,
para todos A,B e L(R™R").

(10) t (Derivada como Aplicagdo Linear) Seja P3(R) o espago vetorial dos poling-
mios de grau até 3 com coeficientes reais. Este espa¢o pode ser identificado
ao R* e a transformagio D : P3(R) — P3(R) dada por p(x)~ D(p(x)) = p'(x)
¢ linear com matriz com relacdo 4 base candnica B = §1,x,x% x°} de P3(R)
sendo [D] =[aj]sxs onde ay=ise i=j+ 1 e a;=0, caso contrario.
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(11) (Projecio Ortogonal e Estereografica) O cone C = {(x,y,z) e R3/x?+y?—2z? = 0}
¢ homeomorfo & R? e a esfera S da qual desconsideramos o pdlo norte
N=(0,0,0,...,0,1)e S" &€ homeomorfo a R™.

(12) (Superficie, Esfera & Toro) Um conjunto M < R™, chama-se superficie de
dimensao n, quando para todo x € M, existem um conjunto V, aberto de M
contendo x, um aberto V de R" e um homeomorfismo ¢: V- V.

Ea? ; L

Ficura 1. Superficie de Dimensdo n

(a) Prove que a esfera S™! cR" é uma superficie de dimensio n— 1.

(b) Prove que se M c R¥ for uma superficie de dimensio m e se /¥ c RP
for uma superficie de dimensdo n, entdio M x N c RkP & ums superficie de
dimensdo m+n. Em particular o toro é uma superficie de dimensdo 2.

(13) (Algebra) Uma algebra A sobre o corpo K é um espaco vetorial A sobre K
tal que munida de uma aplicagdo m: A x A > A (chamada multiplicagdo) a
qual € bilinear. Isto € para todos x,y,ze A e ce K temos

(x+y)z=xz+yz,
(exly = clxy),
x(y+2z)=xy +xz,
x(ey) = clxy)-

Se além da bilinearidade da multiplicagdo tivermos x(yz) = (xy)z, dizemos
que a algebra € associativa. Se além da bilinearidade da multiplicagdo tivermos
xy = yx dizemos que a algebra é comutativa; se a multiplicagdo admitir a
existéncia de e € A, tal que ex = xe = x, dizemos que a algebra tem elemento
unitario (ou unidade) e. Uma dlgebra é chamada de dlgebra normada se for
uma algebra associativa e um espago vetorial normado cuja norma satisfaga

byl < 11x1] - [yl
Uma algebra normada completa é chamada de Algebra de Banach.
(2) Mostre que se uma algebra tem unidade e, este elemento é Unico.
(b) Responda: Seria R3 munido do produto vetorial uma algebra sobre
R? Se afirmativo, o que mais se pode dizer a respeito desta algebra? Vocé
consegue dar mais exemplos de algebras?
(14) O Grupo Linear Geral GL,(R):={T :R">R"/T & linear e det(T) =0} cons-

titui um grupo com a operagdo de composi¢do de fungdes.

(15) T (FungSes Convexas) Se C c R™ é um conjunto convexo, uma fungdo
f:C >R chama-se convexa quando para quaisquer x,y € C e t€[0, 1], tem-se

fly +(1 =0x) < tf{y) + (1 — 1) (x).
Mostre que qualquer que seja f:CcR™ - R fungdo convexa e todo ceR,
o conjunto dos pontos x € C tais que f(x) <c é convexo. D& um exemplo
mostrando que a reciproca ¢ falsa. Bom Descansol!



