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(1) Mostre que se X é um espago vetorial real n-dimensional, entdo
X é linearmente isomorfo a R".

(2) Seja X um espago vetorial real n-dimensional. O conjunto
L = L(X,X) com a composicdo de transformag¢des lineares &
uma Algebra associativa, ndo-comutativa, com divisores de zero.

O subconjunto dos elementos de L que sdo invertiveis € um
grupo, o famoso GL(n,R).

As proje¢des, sdo por definicdo, aplicagdes lineares P: R" -» R"
que satisfazem P? = P. Com relagdo ao espago X, podemos
escrever que X =ker(P) @ Im(P). De maneira geral, se M,N sdo
subespagos do espago X, tais que X =M@ N, existe projecdo P
tal que M =ker(P) e N=Im(P).

(3) Toda aplicagdo linear aberta T :R™— R" € sobrejetora.

(4) Se X e Y sdo espagos vetoriais reais de dimensdo finita, dado
(x,y) no espago produto X xY, verifique que

O = 1+ Iyl
ez = X2 +1ylI2
(YNl = maxi|x]],[lyll}

sdo normas no espago produto acima. S3o estas normas equi-
valentes?



(5) Considere a norma da soma no espago R™x R". Dada uma
aplicagdo bilinear B : R™ x R" »> RP, e fixadas as normas em
R™ R" e RP, a imagem por B da esfera unitaria em R™xR" é

um conjunto limitado em RP.

Utilizando para cada aplicagdo bilinear B € L(R™ R™ RP), es-

crevendo

|1BII = supilIBx.y)ll / [I(x.y)ll = 1%,
a aplicagdo B~ ||BJ| € uma norma no espago vetorial L(R™ R™ RP).
Temos ainda

’

IBOYIT < 1IBIF X [ly

para todo B e L(R™ R™RP). Conclua que toda aplica¢do bilinear
é continua.

(6) (Imersdes Isométricas) Definimos uma imersdo isométrica por
uma aplicagdo f: X ¢ R™ -> R™ que preserva distancias, isto
é, que cumpre [|[f(x)—f(y)|l = |Ix—y|l para quaisquer x,y € X.
Podemos afrmar que uma imersdo isométrica é sempre uma
aplicagdo continua e injetiva.

Quando f: X > R" € uma imersdo isomeétrica, com f(X) =Y,
dizemos que f € uma isometria sobre Y. Supondo que f é
uma isometria de X ¢ R™ sobre Y ¢ R"? entdo a inversa f"
€ uma isometria de Y sobre X. Podemos afrmar que uma
transformagdo linear A: R™ -» R™ e uma isometria se, e somente
se, & ortogonal, ou seja,

<Ax, Ay >=<x,y >,
para x,y € R™.

(7) O operador de adjungdo *:L(R™R") > L(R™;R™) é uma isome-
tria de L(R™;R"™) sobre L(R™R™).

(8) A aplicagdo linear A:R™ - R™ & aplicagdo linear injetiva se, e
somente se, sua adjunta A* € uma aplica¢do linear sobrejetiva.

(9) Este curso é fortemente baseado em exercicios. Faga todos os
exercicios indicados. Troque ideias com seus colegas, ajude-os
e aprenda a partir deles.
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