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DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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(1) Seja a > 0. Esboce, para alguns valores de m, a curva tridimensional conhecida como Clelia,

cujas equações são x = a sen(mθ) cos(θ); y = a sen(mθ) sen(θ); z = a cos(mθ). Observe que o
caso m = 1 reduz uma Clelia a uma curva chamada Curva de Viviani.

(2) Esboce a curva representada pelas equações paramétricas dadas, incluindo sua orientação; e de-
termine sua equação cartesiana.

(a) x(t) = 1 + t; y(t) = 1− t (b) x(t) = −1 + 2t, y(t) = 2 + 4t

(c) x(t) = 1− t2; y(t) = 2 + t2 (d) x(t) = t+ t−1; y(t) = t− t−1
[dica:Eleve ao quadrado e subtraia.]

(e) x(t) = 3 cos t; y(t) = 2 sen t (f) x(t) = 1 + t2; y(t) = 3− t

(g) x(t) = sen t; y(t) = −3 + 2 cos t (h) x(t) = sec t; y(t) = tan t

(i) x(t) = t3; y(t) = 1− t2 (j) x(t) = sen t; y(t) = cos 2t

(3) Sabendo que a função vetorial

r(t) = P + t−→v
com t ∈ R descreve a reta que passa pelo ponto P paralela ao vetor −→v , se P = (2, 5) e
−→v = (−1, 1), esboce o gráfico.

(4) Sejam A = (1, 1) e B = (4, 2). (a) Faça o gráfico de r(t) = tB + (1 − t)A com t ∈ [0, 1]. (b)
Verifique que as equações paramétricas do segmento de reta entre A e B são x(t) = 3t + 1;
y(t) = t+ 1; t ∈ [0, 1].

(5) Encontre uma representação paramétrica para uma circunferência de centro em (h, k) e raio
a > 0.

(6) Calcular a derivada dy/dx das seguintes funções dadas na forma paramétrica. Para quais valores
de t a derivada está definida? Trace os gráficos das funções.

(a)

{
x(t) = t2,
y(t) = t3, t ∈ (0,+∞)

(b)

{
x(t) = cos 2t,
y(t) = sen 2t, t ∈ [0, π/2]

(c)

{
x(t) = 3 cos t,
y(t) = 4 sen t, t ∈ [π, 2π] (d)

{
x(t) = cos3 t,
y(t) = sen3 t, t ∈ (−π/2, 0)

(e)

{
x(t) = 2t− 1,
y(t) = t3 + 5, −∞ < t < +∞ (f)

{
x(t) = 8 cos3 t,
y(t) = 8 sen3 t, t ∈ [0, π]

(7) Chama-se ciclóide a curva gerada pelo caminho percorrido por um ponto P fixo em uma circun-
ferência de raio a, quando esta circunferência gira, sem deslizar, sobre uma linha reta (considere
o eixo-x). Encontre as equações paramétricas da ciclóide. [Dica: mostre que, por translação de
eixos, x = at+ x′ e y = a+ y′ e obtenha x′ e y′ em função de t. Ver figura.]

(8) ‡ Para um caminho γ(t) para t ∈ [a, b] dado, a função comprimento de arco a partir de γ(a),
denotada por s(t), é definida por

s(t) =

∫ t

a

||γ′(t)||dt (0.1)

e fornece, para cada t ∈ [a, b], a distância sobre γ entre γ(a) e γ(t). Encontre a função compri-
mento de arco a partir de γ(0) para as curvas α(t) = (cosh t, sinh t, t), β(t) = (cos t, sen t, t), e

γ(t) =
(
cos(t/

√
2), sen(t/

√
2), t/

√
2
)
.
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Figura 1. Ciclóide

(9) ‡ Seja γ : [a, b]→ R3, um caminho dado e seja s = α(t) uma nova variável, onde α é uma função
real de classe C1 estritamente crescente, definida no intervalo [a, b]. Da monotonicidade de α,
para cada s ∈ [α(a), α(b)] existe um único t com α(t) = s. Defina a função Γ : [α(a), α(b)]→ R3

por Γ(s) = γ(t). (a) Convença-se de que os traços das curvas γ(t) e Γ(s) é o mesmo. (b) Prove
que γ e Γ tem o mesmo comprimento de arco. (c) Seja s(t) como em (0.1). Defina γ̃ como acima
por γ̃(s) = γ(t). Mostre que

|| d
ds
γ̃(s)|| = 1.

(O caminho s 7→ γ̃(s) é chamado reparametrização pelo comprimento de arco de γ.)

(10) ‡ Seja σ : [a, b] → R3 uma curva suave (derivatives of all orders exist). Assuma que σ′(t) 6= 0
para todo t. O vetor T (t) = σ′(t)/||σ′(t)|| é tangente a σ no ponto σ(t) e como ||T (t)|| = 1 ele é
chamado de vetor tangente unitátio. Use a regra do produto (escalar) para derivar T (t) ·T (t) = 1
e mostrar que T ′(t) · T (t) = 0.

(11) ‡ Um caminho σ está parametrizado pelo comprimento de arco se ||σ′(s)|| = 1. (a) Para um
caminho parametrizado pelo comprimento de arco em [a, b], mostre que o comprimento de σ é
L(σ) = b − a. (b) A curvatura de uma curva σ em um ponto σ(s) é definida por κ = ||T ′(s)||
quando o caminho está parametrizado pelo comprimento de arco. Mostre que κ = ||σ′′(s)||. (c)
Se σ é dado em termos de algum outro parâmetro t e σ(t) nunca é zero, mostre que

κ = ||σ′(t)× σ′′(t)||/||σ′(t)||3.

[Dica:Ver Stewart vol.2.] (d) Calcule a curvatura da hélice γ(t) = (1/
√

2)(cos t, sin t, t).

(12) Calcule o comprimento das curvas dadas pelas seguintes funções vetoriais:

(a) Hélice circular: r(t) = 2 cos ti + 2 sen tj + 6tk; de (2, 0, 0) a (2, 0, 24π).

(b) Catenária: r(t) = ti + cosh tj de t = 0 a t = 1.

(c) Hipociclóide: r(t) = a cos3 ti + a sen3 tj; comprimento total

(13) Encontre a curvatura em cada ponto P . Esboce (ou plote) a curva.

(a) y = 2− x3;P = (1, 1); (b) y = ex
2

;P = (0, 1);

(c) y = cos(2x);P = (0, 1); (d)

{
x(t) = t− 1,
y(t) =

√
t, P = (3, 2);

(e)

{
x(t) = t− t2,
y(t) = 1− t3, P = (0, 1);

(f)
r(t) = 2 sen(t)i + 3 cos(t)j;
P = (1, 3

√
3/2).

(14) Se a curvatura κ em um ponto P de uma curva Γ é diferente de zero, ao número ρ = 1/κ
chamamos de Raio de Curvtura em P e ao ćırculo de raio ρ cujo centro está no lado côncavo de
C e que compartilha a reta tangente em P com a curva C chamamos de Cı́rculo de Curvatura
(ou Cı́rculo Osculador) em P . Seu centro recebe o nome de Centro de Curvatura em P . Para
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as curvas a seguir, encontre o raio de curvatura em P , o ćırculo de curvatura em P e esboce a
curva e o circulo de curvatura em P . (a) y = senx;P = (π/2, 1) (b)y = ex;P = (0, 1).

(15) Sendo T(s) := r′(s)/||r′(s)|| e N(s) := T′(s)/||T′(s)|| respectivamente os vetores tangente uni-
tário e normal unitário a uma curva espacial C parametrizada pelo comprimento de arco s, dada
pela função r(s). Definimos o Vetor Binormal unitário, denotado por B(s), por

B(s) = T(s)×N(s). (0.2)

Assim, o referencial ortonormal positivo {T(s),N(s),B(s)} é chamado de Triedro de Frenet
de C em s.

(a) Mostre que B′(s) = T(s)×N′(s) e conclua que B′(s) é ortogonal a T(s). [Dica: Derive
(0.2), use a regra do produto vetorial e que T′(s) = κ(s)N(s)].

(b) Como ||B(s)|| = 1, temos B(s)·B(s) = 1. Derive esta expressão e obtenha B′(s)·B(s) =
0 e conclua que B′(s) é ortogonal a B(s).

(c) Dos itens anteriores perceba que B′(s) é paralelo a N(s), isto é, B′(s) é igual ao pro-
duto de N(s) por um número real τ (que depende de s).

(d) Conclua que podemos definir,

B′(s) = τ(s)N(s),

a torção da curva C em s.

(16) Sendo T(s),N(s),B(s) respectivamente os vetores tangente, normal e binormal a uma curva
espacial C parametrizada pelo comprimento de arco s, dada pela função r(s) e sabendo que a
torção τ(s) desta curva é dada pela expressão B′(s) = τ(s)N(s), prove que podemos calcular a
torção utilizando a expressão τ(s) = N(s)B′(s).[Dica, use que N ·N = 1.]

(17) Sejam y = x4 − 12x2 e y = senh(x). Alguma destas curvas admite algum ponto com curvatura
zero? Que pontos são estes?

(18) (†)Encontre a curvatura em (x, y, z) da hélice eĺıptica

r(t) = a cos(t)i + b sen(t)j + ctk,

onde a, b e c são constantes estritamente positivas.

(19) (Ciclóide) O caminho de um ponto fixo em uma roda de raio a que rola sem escorregar ou
derrapar ao longo do eixo-x é dado por

r(t) = (a sen(ωt) + ωat)i + (a cos(ωt) + a)j.

Encontre a velocidade e a aceleração deste ponto no momento em que ele atinge o valor máximo
no eixo-y.

(20) Se T representa o vetor tangente unitário, N o vetor normal unitário, s o parâmetro comprimento
de arco, κ a curvatura e ν o módulo da velocidade de uma part́ıcula P percorrendo uma curva
dada por r(t); sabendo que T′(s) = κN(s) e ν = ||r′(t)|| = ds/dt, obtenha a expressão

r′′(t) =
d2s

dt2
T(s) +

(ds
dt

)2
κN(s),

ou equivalentemente

r′′(t) =
dν

dt
T(s) + ν2κN(s), (0.3)

derivando a equação r′(t) =
ds

dt
T(s). [Dica: Use a regra da cadeia e a regra do produto,

lembre-se s = s(t)]. A expressão (0.3) nos dá a aceleração r′′(t) em termos de sua componente
normal dν/dt (taxa de variação do módulo da velocidade com respeito ao tempo) e tangencial
ν2κ.
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(21) (†)(Jerk) Atualmente, a terceira derivada J (t) = r′′′(t), em inglês conhecida como Jerk, é tam-
bém de interesse em aplicações em engenharia (como em análise de mecanismos, estudo de
conforto em véıculos, cam design, entre outros). Mostre a partir de (0.3) que

J =
(d2v
dt2
− κ2v3

)
T + 3κv

dv

dt
N− κνv3B,

onde v é o vetor velocidade e B é o vetor binormal.

(22) Engrenagens, transmissões e outras construções de engenharia as vezes envolvem complicados
caminhos (curvas) que são estudados através do uso de softwares gráficos. Para se ter uma ideia,
plote os seguintes caminhos e encontre a velocidade, o módulo da velocidade, e a aceleração
tangencial e normal.

(a) r(t) = (2 cos t+ cos 2t)i + (2 sen t− sen 2t)j (Hipociclóide de Steiner)

(b) r(t) = (cos t+ cos 2t)i + (sen t− sen 2t)j

(c) r(t) = cos(t)i + sen(2t)j + cos(2t)k

(d) r(t) = ct cos(t)i + ct sen(t)j + ctk

(23) (Velocidade angular) Suponha que uma part́ıcula P está girando em torno do eixo-z, numa tra-
jetória circular de raio a em um plano paralelo ao plano-xy. Suponha que a variação dθ/dt é
constante igual a ω. O vetor −→ω = ωk (paralelo ao eixo-z com magnitude ω) é chamado de
velocidade angular de P . Se r(t) = a cos(ωt)i + a sen(ωt)j + hk, mostre que −→ω × r(t) = r′(t).

(24) (Sol e Terra) Encontre a aceleração da Terra girando em torno do Sol considerando que o
movimento pode ser aproximado por uma órbita aproximadamente circular dada por

r(t) = R cos(ωt)i +R sen(ωt)j,

e que o módulo da velocidade é quase constante igual a 30km/seg.
[Dica: a = r′′ = −Rω2 cos(ωt)i−Rω2 sen(ωt)j.]

(25) (Terra e Lua) Encontre a aceleração centŕıpeta a = −ω2r da Lua girando em torno da Terra,
assumindo que a órbita da Lua é um ćırculo de raio 3, 85 · 105 quilômetros e o tempo para uma
revolução completa é 27, 3 dias = 2, 36 · 106 segundos.

(26) Faça o que se pede.
(a) Primeiro, mostre que um ćırculo de raio a tem curvatura 1/a.

(b) Agora, calcule a curvatura da curva r(t) =
∫ t

0
sen(πt2/2)dti +

∫ t

0
cos(πt2/2)dtj.

(27) Se C é uma curva com κ > 0, representada por r(t) onde t é um parâmetro qualquer, é posśıvel
obter a curvatura e a torção a partir das expressões

κ(t) =
||r′(t)× r′′(t)||
||r′(t)||3

e τ(t) =
(r′(t)× r′′(t)) · r′′′(t)
||r′(t)× r′′(t)||2

.

(a) Calcule a curvatura e a torção da curva r(t) = ti + t2j + t3k. (b) Calcule a curvatura e a
torção da curva anterior para t = 1.

(28) Mostre que a hélice a cos(t)i+a sen(t)j+ctk pode ser representada por a cos(s/K)i+a sen(s/K)j+

c(s/K)k, onde K =
√
a2 + c2 e s é o comprimento de arco. Mostre que a hélice tem curvatura

κ(t) = a/K2 e torção τ(t) = c/K2 constantes.
Fato interessante: A molécula de DNA tem a forma de duas hélices circulares.

(29) Se u é uma função escalar, o Laplaciano de u, é definido como ∆u := div(∇u).

(a) Mostre que ∆u(x, y) = uxx + uyy, (b) Se u(x, y) = ln
√
x2 + y2/2π, calcule ∆u.
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(30) (Identidades de Green) Faça o que se pede:
(a) Use o Teorema de Green na versão que foi vista em sala para provar a seguinte Forma

Vetorial do Teorema de Green∮
∂D

F · nds =

∫∫
D

∇ · FdA,

onde n = (y′(t)i−x′(t)j/||r′(t)|| é o vetor unitário, normal à curva, apontando para seu exterior.

(b)Use uma versão vetorial do Teorema de Green (a do exerćıcio anterior) para provar a
Primeira Identidade de Green∫∫

D

f∆gdA =

∮
∂D

f(∇g) · nds−
∫∫

D

∇f · ∇gdA,

para funções f e g com derivadas suficientemente continuas e uma região D com fronteira su-
ficientemente suave. (Nota: A quantidade ∇g · n que aparece na segunda integral acima, é a

derivada direcional de g na direção do vetor normal unitário n, às vezes denotada por ∂g
∂n . Esta

derivada é comumente chamada de derivada normal de g.)
(c)Sob as mesmas hipóteses, use a Primeira Identidade de Green para provar a Segunda

Identidade de Green∫∫
D

(f∆g − g∆f)dA =

∮
∂D

(f∇g − g∇f) · nds.

(31) Em Biologia Molecular, a expressão dupla hélice é utilizada para descrever a estrutura de ácidos
nucleicos, como o DNA. A doutora Rosalind Franklin do Wheatstone Physics Laboratory do
King’s College de Londres, publicou em 1953 na revista Nature um importante artigo (que se
encontra nas duas páginas seguintes, para seu deleite, mas de leitura opcional) onde se afirma
que a estrutura do DNA tem a forma de duas hélices circulares de diâmetro igual a 20 angströms
(1Å=10−8cm) e que cada hélice em uma volta completa sobe 34Å. Adicionalmente, sabe-se que
que existem cerca de 2, 9×108 voltas completas em uma molécula. Estima-se que o comprimento
de cada Hélice circular pode chegar a 2m. Prove essa última afirmação.

Figura 2. Doutora Ro-
salind Franklin e a fa-
mosa ”Photo 51”.

Figura 3. James
Watson (esq.) e
Francis Crick (dir.)

R.1a.x+ y = 2; 1b.2x− y = −4; 1c.x+ y = 3; 1f.x− 1 = (y− 3)2; 1h.x2− y2 = 1; 1j.y = 1− 2x2;

5.x = h + a cos t; y = k + a sen t; 12.a8π
√

10;12b.senh(1);12c.6a 18.Se a = b, κ(t) = a/(a2 + c2)

27b.κ(1) = 1
7

√
19/14; τ(1) = 3/19.

Bom Estudo! 6a Lista MTM124

[1] http://www.nature.com/nature/dna50/archive.html in 31/5/15 14:58. [2] https://www.youtube.com/watch?v=0tmNf6ec2kU
in 31/5/15 15:28.
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Figura 4. Franklin’s article.
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Figura 5. Watson-Crick’s article.


