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(1) Sendo f, g : A ⊂ Rn → R integráveis, então f + g, f2 e fg também são integráveis.

(2) Seja f : A → R uma função limitada no bloco A ⊂ Rn, com f(x) >0 para todo
x ∈ A. Prove que se f é integrável então o conjunto C(f) = {(x, y) ∈ Rn+1 / x ∈
A, 0 ≤ y ≤ f(x)} é Jordan-mensurável e vol.C(f) =

∫
A f(x)dx.

(3) Seja f : U → Rn, de Classe C1 no aberto U de Rn. Para algum a ∈ U, seja
f ′(a) : Rn → Rn um isomorfismo. Então

lim
r→0

vol.f(B(a; r))
vol.B(a; r) = | det f ′(a)|.

Se f ′(a) não for um isomorfismo, o limite acima vale zero.

(4) Se α é um escalar, prove que, para o produto tensorial ⊗, valem
(S1 + S2)⊗T = S1 ⊗T+ S2 ⊗T
S ⊗ (T1 +T2) = S ⊗T1 + S ⊗T2

(αS)⊗T = S ⊗ (αT) = α(S ⊗T)

(S ⊗T)⊗U = S ⊗ (T⊗U)

Além disso, se f : V→W é uma transformação linear, e f* é outra transformação
linear f* : J k(W)→ J k(V) definida por

f*T(v1, v2, ..., vk) := T( f(v1), f(v2), ... , f(vk)),
para T ∈ J k(W) e v1, v2, ..., vk ∈ V, prove que

f*(S ⊗T) = f*S ⊗ f*T.

(5) † Se a é um escalar, mostre que para o produto exterior ∧, valem
(ω1 +ω2) ∧ η = ω1 ∧ η+ω2 ∧ η
ω ∧ (η1 + η2) = ω ∧ η1 +ω ∧ η2

αω ∧ η = ω ∧ αη = α(ω ∧ η)

ω ∧ η = (−1)kl(η⊗ω)

f*(ω ∧ η) = f*ω ∧ f*η.

(6) Se f : V → V uma transformação linear e dimV = n, então f* : Λk(V) → Λk(V) é
necessariamente a multiplicação por alguma constante c. Mostre que c = det f.

Bom Descanso!
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